1.2.1 Liliputanci

U Gulliver-ovim putovanjima Jonathan Swift-a, Lemuel Gulliver se upoznaje sa stanovnicima
zemlje Lilliput, koji su potpuno istovetni ljudskim bi¢ima, samo $to su manji: njihova prosecna
visina je 45 mm. Drugim re¢ima, Liliputanci su A = 40 puta manji od obi¢nih ljudi.

1. Koliko tereta (u jedinicama svoje sopstvene tezine) moze Liliputanac da podigne?

(a) Tezina tereta je odredjena silom koja je raspoloZiva za podizanje tereta, a sila je propor-
cionalna povrsini popre¢nog preseka misi¢a. Posto je Liliputanac sazdan kao obic¢an
tovek, popreni presek njegovog misi¢a je A> = 1600 puta maniji.

(b) Tezina samog Lilliputancaje mg = pVg, gde je ¢ gravitaciona konstanta, p gustina koja
je ista kao i kod obi¢nih ljudi, a V je zapremina. Posto je Liliputanac 40 puta manyji,
zapremina mu je A*> = 64 000 puta manja od zapremine sli¢nog ¢oveka, pa je takodje i
tezina 64 000 puta manja.

Proiziliazi da Liliputanac moZe da podigne 1/1600-nu tereta koji obi¢an ¢ovek podigne,
$to je medjutim jog uvek A72/A73 = A = 40 puta vie—u jedinicama njegove sopstvene
(64 000 puta manje) tezine—nego obic¢an ¢ovek. Proporcionalno, Liliputanac je A = 40 puta
jaci of obi¢nog coveka.
2. Koliko brzo kuca srce Liliputanca?

Ucestalost kojom srce pumpa krv je oderdjeno koli¢cinom krvi koju srce pomeri u jednom
stisku i koli¢inom krvi koja treba da cirkuliSe u jedinici vremena. U toplokrvnim bi¢ima,
jedna od glavnih funkcija cirkulacije krvi je da odrZzi temperaturu i Zivot tkiva dostavom
kiseonika. (Pri prestanku cirkulacije, tkivo odumire i hladi se.)

(a) Zapremina Liliputanskog srca je A> = 64000 puta manja od srca obi¢nog coveka. To
je zapremina krvi koju srce u jednom otkucaju pumpa u optok.

(b) Telo se hladi kroz povrsinu koZe, koja je kod Liliputanca A?> = 1600 puta manja nego
kod ovi¢nog ¢oveka.

Proizilazi da Liliputansko srce bije A™2/A~3 = A = 40 puta brZe od obi¢nog ljudskog
srca, da bi u svojim (A2 manjim od obi¢nog ¢oveka) “jedinicama pumpanja” postiglo
protok A2 puta manji od obi¢nog ¢oveka. To je oko 40x70 = 2800 puta u minuti, ili
46,67 puta u sekundi. To je ton frekvencije 46,67 Hz, vrlo blizu drugog *F-tona s leva, na
standardnom klaviru: srce Liliputanca bruji. KoZza veéine malih toplokrvnih Zivotinja je
pokrivena krznom, da smanji gubitak toplote, tako da srce ne bi moral tako brzo da kuca.
3. Koliko visoko moze Liliputanac da skoti?
Visina skoka je odredjena energijom koja je raspoloZiva za podizanje tela: Energija E po-
digne telo mase m na visinu h = E/mg.

(a) Masa Liliputanca A> = 64 000 puta manja od mase sli¢nog ¢oveka.

(b) Energija raspoloZziva za skok potice iz rada uloZenog silom F miSic¢a koji su se stegli
AL: E = W = F AL. Sila koju mi$i¢ moZe proizvesti je proporcionalna popre¢nom
preseku, koji je kod Liliputanca A2 = 1600 puta manji nego kod obi¢nog ¢oveka.
Promena duZine miSic¢a je A = 40 puta kraca, pa je dakle energija raspoloZiva za skok
(A%)(A) = 64000 puta manja.



(c) Posto su kod Liliputanca i energija i masa A3 = 64000 puta manji nego kod obi¢nog
coveka, a gravitaciona konstanta konstanta, visina skoka je takodje konstanta: Liliputanac
moZe skociti jednako visoko kao i obi¢an ¢ovek. U jedinicama svoje sopstvene visine,
medjutim, Liliputanac dakle moZe da skoci A = 40 puta vislje nego obican covek.

1.2.2 Larmor-ova formula

Larmor-ova formula za gubitak energije naelektrisanja g pri usporenju 4 putem elektromagnetne
radijacije u jedinici vremena (dakle, snage) je:

2% a? g2 a2 31 g2a?
3 ¢3 (cgs) 6egcd  24mey 3 (5) (1)
Dimenziona analiza. Treba nam snaga—energija po jedinici vremena:
AE]  [fmv?] MI12 MI?2
p) = (OBl = (1.2)
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Energija koja se menja (opada) u procesu elektromagnetne radijacije je svakako elektromag-
netnog porekla, a za elektrostati¢cnu energiju vaZi:

ML* 11l g g 1 M2[372
el COR Pl Al [\/m] -7 (13)

Snaga izgubljena elektromagnetnom radijacijom u toku ubrzanja (ili usporenja) mora da zavisi
od ubrzanja, 4. Kako je to vektor, a snaga je skalar, snaga mora da zavisi of nekog stepena
kvadrata ubrzanja, (7-7)f = |@|? = a®P. Osim toga, snaga moZe jos samo da zavisi od univerzalne
konstante, c—i, naravno, naelektrisanja:

ML3\a/2 [ \26 LNy MM/2[30/202f+7 M2
2 _ — =
gt e = ( T2 ) (ﬁ) (T) G A (14)
Poredjenjem sledi da:
%lx = 1, X = 2,
Sa+28+7=2, = p = 2 (1.5)
a+4p+v=3, v = -3
tako da P

Numericki faktor, %, se ne da odrediti dimenzionom analizom, dok je prisustvo ili otsustvo fak-

tora ﬁ ordedjeno izborom jedinica—SI ili cgs.

1.2.3 Perturbacija stacionarnih stanja

Neka je zadat 1-dimenzioni (ne-relativsitcki) kvantni sistem sa zadatim Hamiltonijanom H), za
koji je pretpostaviti da znamo stacionarna reSenja:

Hy|n) = EY |n), Uy |n) = et |n),  wy:=
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Ho¥(x,0) = EV%,(x,0),  ¥u(x,t) = e ' ¥, (x,0). (1.8)

Osim toga, koriste¢i Gram-Schmidt-ov postupak ortogonalizacije, za pretpostaviti je da smo vec
uredili prostor reSenja tako da je:

H = { n) : Holn) = EY |n), (nm) = Sum, Y. |n) (n] = 11} (1.9)

Hilbert-ov prostor reSenja datog sistema. Ovde notaciju treba uzeti simboli¢no: n stoji za bilo
kakav sistem brojeva: jedan ili viSe, diskretni ili kontinualni, ukljucujudéi ¢ak i hibridni skup
kao $to je to slucaj sa vodonikovim atomom, gde za negativne energije n predstavlja diskretne
kvantne brojeve (1, ¢, m, ms) vezanih stanja, a za positivne energije, neki od tih brojeva (koji?)
postanu kontinualni.

Neka je sada dati kvantni sistem perturbiran Hy — H = Hy + H’, dodatkom perturbacionog
Hamiltonijana H'. Za pocetak, neka je H' nezavisno od vremena, i neka je H'—kao operator!—
mali. To e re¢i, uticaj promene Hy — H na energije stacionarnih stanja te na sama stanja je, pret-
postavljamo, mali. Preciznije, pretpostavljamo da su te promene analiticke (= mogu se razviti u
Taylor-ov red). Onda vazi da:

Ey) = (n|H'|n); (1.10)
(m|H'|n)
im0 = _i oy |m) (1.11)
makn m n
2
(m|H'|n)
E® — —i ’m)—@"’ etc. (1.12)
7 Ey —E|
m=+n

Objasnjenje: Perturbacione popravke k-tog reda moraju da budu proporcionalne k-tom stepenu
perturbacionog operatora H'—da nije njega, ne bi bilo popravki. Ej;’ je realna veli¢ina koja moze
zavisiti samo od n-tog stanja, pa onda mora da bude o¢ekivana vrednost operatora H' u n-tom
stanju, kao u jednacini (1.10). Osim toga, kako god da smo normalizovali |n) is (n|, znamo da
(n|m) mora da bude bez-dimenziono, pa se i dimenzije (jedinice mere) u izrazu (1.10) slazu.
Prva popravka n-tog stanja ne moZe biti proporcionalna tom samom stanju, jer dodatak popravke
datom stanju proizvelo |n) + € |n), ¢ija norma ne moZe biti 1, ako || |n) ||*> = 1ie # 0; otud
“m # n” u sumi/integralu. Posto |m) ¢ine kompletan bazis (Sturm-Liouville-ova teorema za
svojstvene probleme ermitskih operatora), |1)"" mora da moze da se razvije u sumu po |m), kao
u (1.11). poredjenjem leve i desne strane, koeficijenti u sumi moraju da budu proporcionalni
nekom matri¢nom elementu operatora H'. Posto je na levoj strani jednadine nalazi “ket-n,” na
desnoj strani takodje mora da se pojavi “ket-n" tako da bi linearna promena bazisa |n) delovala
na obe strane jednako. Sledi da koeficijent u sumi na desnoj strani mora da zavisi linearno od
(m|H'|n), i po$to taj matri¢ni element ima dimenzije energije kao i H', moramo ga podeliti sa
nekom energijom—otud Efy —E,".

Dodatno, pretpostavimo da perturbacioni Hamiltonijan zavisi od vremena, H' = H'(t). Tada
je amplituda verovatnoce prelaza iz inicijanlog (i) u finalno (f # i) stanje

1 T>to N i
= o [ @, = BBl (113)
0
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u prvom redu perturbacije.

1.2.4 Karakteristi¢ne veli¢ine
Uzmimo, na primer, klatno duZine ¢ = 50cm i mase m = 10g. Bez postavljanja i reSavanja

jednacina kretanja, moZemo proceniti frekvenciju posto:

1. Frekvencija moze da zavisi samo od fizickih osobina klatna, (¢,m), i gravitacione kon-
stante, g; zanemarimo disipativne sile.

2. Dimenzionom analizom:

L 1
=L, [m=M, I[g]= T2/ @ treba nam [v] = 7 (1.14)
v mP g7, (1.15)
pa—ako je v(¢,m, g) analiti¢ka funkcija—sledi:
L g P g = Lo mP (L) = LM 116
== [t Pl = 1 MP () = S (1.16)
to jest
x+vy = 0, a = _%’
f -0\ = dg- o (117)
2y = 1, Y= %
i, odatle
vocy/)L. (1.18)

Do na numericki faktor, kao 277—Sto zavisi od definicije “frekvencije”, to je precizna formula.

1.2.5 Oprez!

Uzmimo, sli¢no, vodonikov atom. Energija vodonikovog atoma mora da zavisi od (redukovane)
mase elektrona, m,, naelektrisanja elektrona, —e, i jezgra, +Ze. Coulomb-ova sila, koja “drzi”
atom zajedno, je proporcionalna proizvodu

ML3

T2
Otigledno je da ne postoji proizvod m*(Ze?)f koji bi imao dimenzije energije: za to nam treba
bar jo$ jedna karakteristi¢na veli¢ina, ¢ije su dimenzije razli¢ite od [m,] i [Ze?].

(—e) (Ze), gdeznamo [Ze?] = (1.19)

Bohr-ov postulat uvodi takvu jednu novu veli¢inu: 7. Njene dimenzije su [ii] = MTLZ—buduéi

je to, po Bohr-u, jedinica ugaonog momenta. Iz toga bi sledilo:

_ Mz 2\B1THY] . AqR ML3\B (ML>\7 Me+B+Y [ 38+27
Bl = =5~ = m][ZP)W = M* (7)) () = 5 (1.20)
[X+ IB+ ,)/:1/ I — 1,
3B+2r=2 = (B = 2 (1.21)
216+ 7:2/ Y = _21



odnosno:
m, (Ze?)?

(471e)2h>’

Sto daje korektnu zavisnost od karakteristi¢nih konstanti: m,, Z, e?ih.

EH X (122)

Od dosada zadatih veli¢ina, m,, (Zez),h, to je jedina “jednostavna” formula sa korektnim
dimenzijama. Osim toga, od te tri veli¢ine nije moguce napraviti kombinaciju bez dimenzije:

x + AB+ =0, a = 0,
36 +27 =0, - B =0 (1.23)
26+ v=0, T =70

tako da nije moguée modifikovati formulu (1.22) nekim stepenom (ili ¢ak proizvoljnom funkci-
jom) bez-dimenzione konstante. Posto znamo da jednostavna fomula tipa (1.22) ne daje komple-
tan opis (postoji tzv. fino cepanje nivoa i Lamb-ov pomak, koji su nekoliko reda veli¢ine manji
od Ep), znaci da energija vodonikovog atoma mora da zavisi od jo$ jedne karakteristi¢ne fizicke
veli¢ine!

Istvarno (sa Z = 1),

1 2 1
E, = —2a2 (mecz) — N = ¢

(2n)2’ (47teo)he ~ 137.036° (1.24)

Prava formula za energiju vodonikovog atoma zavisi i od brzine svetlosti’, ¢, pa stoga postoji i
bez-dimenziona konstanta «. Stoga, dimenziona analiza moZe da predvidi samo
E, o f(a) (mec?), (1.25)

bez ikakve informacije o proizvoljnoj funkciji f(«).

Prva formula (1.22) se moZe napisati sada kao:
Ey = Z%a® m.c? (1.26)

$to je, zapravo, korektnog reda veli¢ine i slaZe se sa (1.24) do na numericki koeficijent — ﬁ
Ako pokusamo da nadjemo “ne-kvantnu” formulu, traZimo resenje za:

2 3 o+ 38+
Eel = M2 = pelizeypien = e (ME)P (L) = ML (1)
x+ B =1, = 1,
36+v=2, = B 0, (1.28)
26+ v =2, Y = 2
odnosno:
Ec & m,c?, (1.29)

§to je, naravno, neta¢no: Ec = 0.5MeV > |E;| = 13.6eV. Osim toga, Ec ne zavisi od naelek-
trisanja, $to je besmisleno za vezivnu energiju vodonikovog atoma: da nema naelektrisanja,
ne bi ni (vezanog) vodonikov-og atoma bilo.

IVodonikov atom jeste relativisticki problem, jer se Coulmb-ovo polje stalno prilagodjava—brzinom
svetlosti—kretanju elektrona i protona.



Osim toga znamo da korekcija “fine strukture” zavisi od relativisticke korekcije kineticke en-
ergije i spin-orbitne interakcije—3to ne uvodi ni jednu novu fizi¢ku veli¢inu u formulu:

1
AEg = —a* (m,c? 23, i := ¢ + 1 degeneracija. (1.30)
s (e )(Zn)2<]’+% 2) J 2 deg )
Posto je “sopstvena” energija elektrona m,c?, izgleda kao da poredak
imec?| @ |En| @ |AEs] = a%:a®: ot (1.31)

predvidja da je—do na numericke koeficijente kao #—energija vodonikovog atoma u stvari

analiticka funkcija formalne promenljive “a%” a ne a:

En(a) = mec® Y Cra®, (1.32)
k=0
Co=1 Ci=—zh C=-ga(2-3) i (1.33)
Medjutim, ni to nije sasvim ta¢no:
1 1 1
AELamb = &° (mec®) ———(Ep(n,0) £ ———), 1.34
Lamb x (meC ) (27’1)21’Z< L(n ) ﬂ(]Jr%)(er%)) ( )

gdeje |Er(n,¢)| < 0.05. Najzad, postoji i “hiper-fina” struktura, koja zavisi i od mase protona,
my, kroz magnetni momenat:

e
MeC

fip = 7meC§p u poredjenjusa i, 1= Se; vp = 2.7928. (1.35)

Koli¢nik (m,/my) = 1/2000 je nova bez-dimenziona constanta, ¢ime se formula za energiju
znatno komplikuje:

_(MeN 4, oy4Tp  F
AEpgs = <mp>"‘ (mec®) 5.5 (1.36)

gdeje f(f-+1)k” svojstvena vrednost operatora (L + S, + S,)?.

1.3 Kvantna priroda Prirode i granice informacije

Priroda je i kvantna i relativisticka; konstante 7 i ¢ su univerzalne. Osim toga, Newton-ov zakon
gravitacije—proSiren(!) Einstein-ovom teorijom relativnosti—je takodje univerzalan, pa je tako i
Newton-ova konstanta, Gy, univerzalna. Njene jedinice su:

my my [F5][*] MLL? L3
F - — — — 1. 7
G GN 7’2 ’ = [GN] [m2] T2 M2 TZM ( 3 )
Iz toga imamo Planck-ove ili prirodne jedinice:
Ime Izraz SI ekv.
DuZina lp = /M5 1.616252(81) x10~* m
C

Masa mp = /L& 2.17644(11)x10 8 kg 1.220862(61) x 10 GeV /c?
Vreme tp =/ 5.39124(27) x 1045
Naelektrisanje gqp = /47e) Gy 1.875545870(47)x10~8C  11.7062376398(40) e
Temperatura Tp = G?ﬁ% 1.416785(71) x10*2 K
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U teoriji elementarnih Cestica se ¢eSce koristi

hic
—=243x10"8GeV/* = 4.340 ug. 1.
872G 3x10°°GeV/c 340 ug (1.38)
1.3.1 Granica informacije
Schwarzschild-ov radijus:
ZGNH’Z
s =2 (1.39)
Compton-ova talasna duzina
h
A= — 1.40
c= (1.40)
Stoga
2 h
e~ Ae = 2N (1.41)
c MyC
= M4~/ TTmp (1.42)

namede gornju granicu energije E < m.,c? ispitivanja (sub)strukture. Onda Heisenberg-ove
relacije neodredjenosti namecu

(1.43)

kao donju granicu razmaka (dakle rezolucije) izmedju dva razluciva dela celine.

Dakle—gde god Priroda zadrZzi svoju sada poznatu kvantnu i relativisti¢ku prirodu—postoji
minimalni razmak razlu¢ivosti (~ ¢p ~ 1073 m) i maksimalna energija (~ mpc? ~ 101 GeV)
pri kojoj se ta maksimalna rezolucija moZe posti¢i.

Dakle, postoji fundamentalna fizika: fundamentalni procesi izmedju elementarnih “cestica”.

1.3.2 Pomak u poimanju

Relativnost Prirode nam brani shvatanje prostora i vremena kao dve raznorodne “stvari,” i pri-
morava nas da ih spojimo u jedno, jedinstveno prostor-vreme. Tu je pojam simultanosti relativan
i rasprSuje tzv. paradokse blizanaca, merdevina i Stale, lenjira i rupe na stolu. ..

Kvantnost Prirode nam brani da shvatamo “stvari” oko nas kao nepromenljive, od okoline
jasno odvojene objekte, i primorava nas da ih razmatramo u skladu sa nametnutim uslovima.
Tako elektron moZe da se ponasa i kao tackasta Cestica, i kao talas—a nije ni jedno ni drugo, veé
“nesto” sto pod odgovarajuéim uslovima moZe da izgleda kao Cestica ili kao talas. Sli¢no tome,
umesto da govorimo o spletenim stanjima (entangled states) dva razli¢ita objekta u eksperimen-
tima EPR tipa, bilo bi bolje da govorimo o jednom, jedinstvenom stanju koje pod odredjenim
uslovima moZe da se shvati kao dva prostorno razdvojena objekta.

Osim toga, kvantnost Prirode ukazuje na vaznost Hilbert-ovog prostora kao vrlo realnog
prostora u kome se procesi dogadjaju—uprkos tome da niko nije u stanju da “vidi” ni Hilbert-
ov prostor a ni dogadjaje u njemu. Za razliku od toga, mada mi sami prostor(-vreme) ne vidimo,
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mi vidimo dogadjaje u prostoru(-vremenu). Stoga je intuitivno lakSe misliti o dogadjajima u
prostor(-vremenu), a misliti o dogadjajima kako se odvijaju u Hilbert-ovom prostoru se ¢ini
mnogo manje prirodnim, i vrlo neintuitivnim. Stoga je proroda kvantne Prirode za¢udjujuca.

Kombinacija (specijalno-)relativisticke i kvantne fizike je onda “dvostruko za¢udjujuéa” i
neintuitivna, ali nije niSta manje stroga kao nauc¢na disciplina od dobro poznate i veoma in-
tuitivne klasi¢ne mehanike. Zapravo, najpreciznije slaganje izmedju teorijske i eksperimen-
talne fizike je upravo u podrucju kvantne teorije polja: poredjenjem raznih merenja i teorijskih
proratuna, kvantna elektrodinamika se potpuno slaZe sa ekspermentalnim podatcima?, za neke
od karakteristi¢nih veli¢ina, kao «, ¢ak do na 10~ 12

Fundamentalna fizika i njen opis Prirode—koja moraju da sadrze i kvantnu fiziku i opstu
relativnost—su onda jo$ za¢udniji.

Klasicni se fizi¢ari ne pomire sa kvantnom fizikom.
Ona ih preZivi.
— M. Planck

Preporucene vezbe

1. Proceniti vreme kolapsa vodonikovog atoma usled zakocnog zracenja elektrona, koristeci
Larmor-ovu formulu za procenu gubitka energije zracenjem. Atom moZemo smatrati da je
kolapsirao kada elektron “padne” u jezgro, dakle, kada se radijus elektrona smanji od oko
10~ m do oko 10~ m.

2. Prilagoditi formule za energije vezanih stanja u vodonikovom atomu za tzv. muonski
vodonik—vezano stanje 3~ leptona i protona; m, /m, ~ 206. Krenuti od nerelativistickog
Hamilton-ijana sa Coulomb-ovim poljem, zatim “popraviti” taj Hamilton-ijan dodavan-
jem: (1) prve relativisticke popravke za kineticki deo Hamilton-ijana, te (2) tzv. “spin-
orbitnu” interakciju, proporcijalnu skalarom proizvodu sopstvenog magnetnog dipolnog
momenta y~ leptona [v. (1.35)] sa magnetnim poljem koje naelektrisani lepton stvara kru-
Zenjem oko jezgra. Izracunati popravke teorijom perturbacija, do na prvi red.

3. Prilagoditi formule za energije vezanih stanja u vodonikovom i ™ -leptonskom atomu za
tzv. pozitronijum—vezano stanje elektrona i pozitrona. Formalno, sada jezgro i orbitujuca
Cestica imaju istu masu: m,- = Mm,+.

2Videti (http://en.wikipedia.org/wiki/Precision tests_of QED).
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