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| Sprega supstancije i gravitaciie

. Einstein-ove jednadine

S[qb(x)] jd4x[16ﬂGNR fz(cp (D). ...:%:C,)]

Gustina . 2¢ 0(\/—8%n)
energija-impulsa: ' J—8  6g"

.' i + Prisustvo materije (supstancije) zakrivljuje prostor-vreme.
& © T, gustina energije THY ngTpa Qv

| J\é z;ol-:;io. f.c;ust.ma 1mpu1.sa | D, TVV.: 5

_n =1, 1#k: stres smicanja jednatina

¢ T, (bez sume): normalni stres, kontinuiteta
“pritisak” ako su sva tri jednaka

Noether-ina Teorema



Sprega supstancije | gravitacije

. Einstein-ove jednadine - | |
- svako ne-metricko/ne-Christoffel-ovo polje
_

+ I obratno, varijacije dejstva po qbi(x)?aje jednacine kretanja za

polja ¢i(x), spregnuta sa guv.

& < Na primer, ; geometrija
dxH dx? d“xr dx# dxV
Ly = \/ - T =0
METN &S 3 T | |aZ TR dr dt
dzxp 0 o dxt dx”
.. Lako prepisemo kao: m—m = Faa := —m Ty, > B
9 Ovo se moZe razumeti na dvaldualna na¢ina: | fizika

y "" 2 7 Q Objekti se krecu po geodezijskim (ekstremnim) trajektorijama, sledeci
~ zakrivljenost samog prostor-vremena. (Geometrija)

ag
2

**? < Potonje pretpostavlja postojanje praznog prostor-vremena u kome

b;

> .
T

je gravitaciono polje rasprostranjeno a objekti se krecu.



L Sprega supstancije i gravitacije

Dve obavezne paralele

< Po konstrukeiji, - 0

| Korisno, posto je [IFylsP +—  Ryyp’ jeste od koristi!
ialibraciono-invarijantno L ¥

E — (IFOi)I H_g = (]Fi]') C‘Z/ﬂ/pal E;u/p ;Sw/p

1 fi@ Dok su ( Fy;) i ( Fi ) ireducibilne reprezentacije SO(3)rX Gy,
2 (g. rotacija x kalibracione grupe),

P (Ry;) i (R;;) nisu ireducibilne reprezentacije ni SO(3)g (rotacija)
> atek ne SO(1,3) (Citave Lorentz-ove grupe).

R, ) konceptualno analogni, ova

analogija je tehnicki ograniCena.

. E&M: E &B nAYM: Ea B & (P, CA“) gravitacija: g, (X), R

m/p
‘*"% & (@, A) u QM



= Sprega supstancije i gravitacije

Dve obavezne paralele

"< Einstein-ove jednacine
{Rw—%guv R = 387 (949p8ve + 0vdpguc) +

. -
efe jednacCinama: /
1 4.

AHRY — v AP
1" @udpAf) } = =t
it Ty, Ay < Qu,
obe su Noether-ine struje oba su “najosnovnija” polj

- i svako EM polje zadaje 4-struju koje ga odrzava,

*'“*! % < tako su tenzor energije-impulsa i zakrivljenost prostor-vremena

=~ vezani i nerazdvojivi.
S

g



Kalibracija faza
EM & YM

Kalibracija Opste Koord. Transf.

konceptualno inzinjerski

potencijal A,

polje Fyy

izvor J, o« P, FH*
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E Specialna resenja

Jedan brzi rezultat...

‘-‘ Tap N : _
R—§4R— 3 g"Ty, ie, R= 3 g Ty

i y . . . ‘. .
2. Y 7bog ¢ega su Einstein-ove jednaéine ekvivalentne

- l'_
i s 1

b N 87TGN 1 o Ovo nyi

| _ 1 nije “ . _
Bys Ry = oA {TP‘V 28 (gp PU)] tenzﬁngizj-tra.zm” deo
'Yy 1 “nge-lmpu]sa!
>toga, (Rw =0) <= (T =0 \.R'.cf o

@ 9l Ricci-ravno prostor-vreme ne zahteva/implicira potporu materijo

€| Odsustvo materije implicira/zahteva Ricci-ravno prostor-vreme




nAYM: 9 HY=()

‘ Specnalna reSenja WO, =0

& “Nematerijalna” (Ricci-ravna) resenja “glueballs”
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~ 1915, Karl Schwatzschild (sa Ruskog fronta, kao nemacki vojnik):

. prvo i najpoznatije Ricci-ravno resenje Einstein-ovih jednacina.
Poginuo je u toku te godme

Q] = diag(—fs(r), zy.7% 1% sin*(0)),
ds? = —fs(r)e*dt* 4 fsl( )drz—w (d6? + sin?(0) de?),
i =(1-2),  n-= ZGCA;M.

@ Ali, ako tu nema nikakve materije, Cija je to M masa?

&y To je masa singulariteta—"“defekta” u prostor-vremenu—u

h} 3
i‘ R Ishodistu. Prazno prostor-vreme moze da ima masu, ¢ak i klasi¢no!

10



" Specialna resenja

& “Nematerijalna” (Ricci-ravna) resenja

Is

[SW] = diag( fs(r), fs() 12 r? 51112(9)) fs(r) := (1 _ _)

r

. CUr=rs, fs(r) =0, dt2-¢lan is¢ezava a dr2-¢lan divergira.
YUr=0, fs(r) =, d2-¢lan divergira a dr2-¢lan iS¢ezava.

¥ No, to bi mogla da bude posledica “lo$ih” koordinata! Metric¢ke
komponente nisu invarijante — cine tenzor tipa (0,2)!

‘ " Zaista, 1933. je Georges Lemaitre nasao da koordinatni sistem
l * koji je Arthur Eddington uveo jos 1924. pokazuje da je r = rs

/
7
’ - lokacija savrseno dosadna..

-
e, % ¥ S druge strane, Kretschmann-ova invarijanta B 2 al
N O.HZ _ 48GN M

- |

| Ry



| Specnalno reSenja

v
= “Nematerijalna” (Ricci-ravna) redenja

_@ Fraza “r =r¢ lokacija je savrSeno dosadna” je... neinformativna.

\/ 2Gy M
01 — '
-_ r
@ granicna brzina bezanja iz gravitacionog polja mase M.
2 2
L RN S
O 2Gy M e 1 2Gn gy rs
Bp L s = = M= = U] = E =¢yf=
| ? s 2 2Gx ! ¥ ¥
- ' /@ pa je tu “1. kosmicka brzina” nedostizna. Horizont dogadjaja.

Lokacija bez povratka.

, ' Jos jedan detalj! Unutar horizonta dogadjaja,

ds* =(F) fs(r |c2dtZO|fS dr* + r*(d6* + sin*(0) dg?)

\___,

.. b >

zicki smisao “r” 1 “t” je zamenjen.




Specialna resenja

= “Nematerijalna” (Ricci-ravna) resenja

Kada govorimo o Yang-Mills (EM, jakim, slabim) interakcijama,
. pretpostavljamo ravno, R!'--liko prostor-vreme. Cak ni “topologki
netrivialna” YM reSenja ne menjaju prostor-vreme. Ono je arena.

=
I

T i@ Nezingularnost prostor-vremena je stoga delikatan problem.
’i.';

)

s 2 Metri¢ki kompletno: konvergencija svih Cauchy-jevih nizova.

¢ Geodezijski kompletno; finije: vremenski,- nul,- prostorno-

Z~s. ¥ Invarijante zakrivljenosti: R, °ima 20 nezav. stepeni slobode.

*ﬂ? ¢ B-kompletnost implicira geodezijsku, a poklapa se sa metri¢kom
“. —samo ako je g,, >0, ne i za prostor-vreme.

> .
T



L Specijalna resenja i singulariteti
& Masivne crne rupe

¥ 1915, Scwarzschild-ovo reéenje potsetnik:

gu] = diag(—fs(r), g5, 1% 77 sin*(0)),
ds? = —fs(r)c?dt? 4 fsl( )dr2+r (d6? + sin?(6) de?),
¥ 2Gy M
fs(r) = (1— —S)r rs="—7—.
r c
‘¥ Primetimo da je
1 92 1 92

é’;’/‘@ To jest, f, (r) je harmonijska funkcija.
.

'f",‘:ﬂ"T@ Masa M karakterizuje sAmo prostor-vreme

~ ¥ ..lokalizovana je u ishodistu, gde je singularitet,
w9 .. .tako da Gauss-ovu sfera moze da se “sazme” oko njega.



" Specijalna resenja i singulariteti

~ Masivne crne rupe

G Schwarzschild-ovo reSenje... jos nekoliko detalja (zasad):

'+ Gauss-ovu sferu ima smisla sazeti samo do rg, do horizonta dogadjaja:
iz unutrasnjosti se informacija ne moze “izvuci”.

..a, unutar rq, Gauss-ova sfera bi morala da ima ¢ za radijus.

¥ Za sve prakti¢ne potrebe, Schwarzschild-ova geometrija vazi do r;
“unutrasnjost” je nedosezna za spoljasnjeg posmatraca

' ReSenje je asimptotski ravno
/%  isferno simetricno

#;.. = , ,
#==  dovoljno daleko jedna od druge it/
~ " tako da jedna drugu ne remeti. (i

h‘. @Posetlte npr. http://pisces.as.utexas.edu/GenRel/

=
P" i

- { |5
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Specijalna resenja i singulariteti

Masivne crne rupe

~ Schwarzschild-ovo reSenje... jo$ nekoliko detalja (zasad):

1 " < Svako gravitaciono polje savija geodezijske linije (putanje

{ 7 "\

'~ Zraci svetla emitovani na jednu
" ina drugu stranu crne rupe, iz
izvora svetla koji prolazi iza,
se savijaju...




" Specijalna resenja i singulariteti

© Masivne i naelektrisane crne rupe

9] = diag(—frn(r), fRN() , 12,72 sin?(0)),

ds? = — fen(7)c2di A dr? + #2(d6? + sin?(0) d?),
fR r) P

Tslr

| .' . . . q2 Gy
harmenijska fry(r) := (1 =~ rz)' rg = \/47“:0 i

b ’ Karakteristicna funkcija frn(7) iSCezava u:

L = %(7’5 2 \/7’%—41’%).

- O Kada je 2r, < rg: koncentri¢ni horizonti

&I\)/\

,.,k ¢ Kada je 2r, > rg, tj. >44/GyM, crna rupa je prenaelektrlsana
V7€ Singularitet je nezaklonjen, “go”/"nag”.

‘h.*% nema horizonta, singularitet je dostupan svim posmatracima.

-~ ™

= r ;

—



" Specijalna resenja i singulariteti

* Masivne i naelekirisane crne rupe

A, postoji i marginalni slucaj “izmedju”:

@I kada je 2r, =rg: horizonti se poklope extremno R-N reSenje

~ ...za koje je gravitaciono privlacenje i elektrostati¢ko odbijanje dva
takva reSenja u ravnotezi — efektivno kao da nema interakcije!

#'~ Roger Penrose: “hipoteza kosmicke cenzure”: da je svaki fizic¢ki
. singularitet zaklonjen iza horizonta dogadjaja.

)za= ...zbog Cega se veruje da nije moguce konstruisati prenaelektrisanu
/& crnu rupu (nezaklonjen/goli singularitet)

e——

*ﬂ? < Fizi¢ki jako netrivijalno g, reSava Einstein-ove jednadine, bez
materije dodate za potporu/odrzavanje.

~ ...bez obzira, i sama moguénost a priori postojanja je instruktivna

> .
T



" Specijalna resenja i singulariteti

© Masivne i rotirajuée crne rupe

cils2 (1—p—2) 2dt2—|—p (1dr —|—d92>

rerf? | 2rs 1 £ sin® (@
+ (rz + % 4 sz smz(G)) sin(0) do? 3 s ( )c-dt do,
L
= 5 0 1= 1/r% + £% cos?(6), A = 1% —a5r + 02,

>0 gde je L ugaoni momenat. A = Ohorizont dogadjaja

L / Cauchy-ev horizont
_.: //9 (ct, r, 0, @) koordinate lnisu ortogonalne. +‘prStlenaSti
/V/ 9 Ima dva para “horizonta”: u u;ﬁ%;gﬁjrétseé

Py = % (rs + \/ 462) Pt = % {rs = \/rg — 202[1 + COS(Q)]:|

2, — oo horizont dogadjaja ¢y — 0 elipsoid “ergosfere”




" Specijalna resenja i singularitet:

Masivne i rotirajuée crne rupe

; Region izmedju unutrasnjeg sternog horizonta dogadjaja i spoljasnjeg
elipsoida se zove “ergoregion” (ili “ergosfera”)

i - Unutar ergoregiona, prostor-vreme samo rotira sa gledista spoljasnjeg
posmatraca, ugaonom brzinom

) St rertc
o = = 2(2 1 2 a7
Sop  P2(r2 + 02) + rsr €2 sin”(0)
S < Objekti koji “uskoce” kroz ergoregion moraju da ko-rotiraju
BT JIﬂ ( 3 \V . o v
% ...tak i ako je to brZe od c, ﬁ)
T

gledano spolja.

Event horizon

‘\ Uskakanje u ergoregion dozvoljava
- obilaZzenje “paralelnih” objekata spolja

Ergosphere

A
N
o

.0 < ...i ekstraciju energije: Penrose-ov proces. \

20



df=-—— (c dt — ¢ sin*() dgo)z + p? (%drz + d@z)

- 2
sin“ (0 2
| 2( ) ((r2 +¢*)de — cht) |
o o
ﬂ # = k3 = \/r2 + (2 cos?(6), A :A 1P —rsr+ 02 +12, 1= 7 Gy
:_‘ . MC, ,O . Vi . S q’ q - 47T€0 C4‘

: ? (ct, r, 0, ) koordinate nisu orthogonalne.

PATS - ¢ Ako je rS2 >4(£? + rqz), horizont dogadjaja i ergoregion
4N

m‘% Q@ Ako je 1’52 <4(f?% + rqz), nema ni horizonta dogadjaja ni ergoregiona

h.j < Pre-naelektrisanje/rotiranje = nema horizonta, goli singularitet

s 21



" Specijalna resenja i singulariteti

* Masivne, nalektrisane i rotirajuée crne rupe

- “sferoidnim” koordinatama

X = pO\/(CZ—l)(l—ﬂz) cos @, Y= pO\/(é‘z—l)(l—ﬂz) sin ¢,

Z = Pg 617, P = ,00\/((32_1)(1_772)
¥ Pa:

) | A(E, 1) . A1) ._ Gy
] E(g;”) = pz(g(gz_ﬂz)cﬂ’ F(glﬂ) - B(é,ﬂ) / PO = ?gm

o B B 2 [2
- G(Gn) = A(éz(;(l—nz)C(é,ﬂ), p‘\/l G2 1

% < gde su A&, ), B 1), C(&n) polinomireda  [§ER |

SO 267, 267 1 26%—1, respektivno.

22



" Specijalna resenja i singulariteti

* Masivne, nalektrisane i rotirajuée crne rupe

ﬁ 9 Pa, da 11 se elektron moze opisati kao naelektrisana crna rupa?

;i/" Sa podacima g, = 1.602176x10-1° C i m. = 9.109 382x10-3! kg,
T ro(e”) =9.152 x 107 m < 4
.;-a-s. rs(e”) =1.353 x 10~ m < bp

ﬁ ¢ Ovaj model nije pogresan, vec je besmislen: ne moze da ima nikakve

_*% ‘merljlve posledice. A ima indirektnih problema.. |

5
=
—
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