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Kvarkovi, simetrije i interakcije

Kvark model
Kvarkovi = osnovna gradja
Anti-simetrizacija vezanih stanja
Izospinska SU(2) približna simetrija
Približna SU(3) simetrija “ukusa/vrste”
Egzaktna SU(3) simetrija “boje” 

Kalibracione simetrije i princip
Elektromagnetno polje…
…je neophodno i u kvantnoj mehanici!
Zakon očuvanja naelektrisanja

Program za danas:
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Kvark model

Hiljade hadrona ne mogu 
svi da budu “elementarni”

Elementarne čestice
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Kvark model

Hiljade hadrona ne mogu 
svi da budu “elementarni”

Elementarne čestice
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Kvark model

Hiljade hadrona ne mogu 
svi da budu “elementarni”
Koristeći Gell-Mann-ovu 
šemu, moguće ih je sve 
objasniti kao vezana stanja:

Mezon = [qq̄]
Barion = [qqq]
…a tako se i sudaraju! 
(Ugaona raspodela rasejanja 
ukazuje da mezoni imaju dva 
dominantna centra rasejanja, 
a barioni tri.)
…a tako se i “ponašaju” u 
svim procesima

Elementarne čestice
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Digresija: grupe i notacija

Ako su razlike izmedju  i  zanemarljive, SU(2)I  je 
(približna) simetrija koja “rotira” u   prostoru

md mu
(d, u)

SU(2) je multiplikativna grupa 2×2 unitarnih matrica  sa 
jediničnom determinantom.

!

Neka je  -ta komponenta 
2-komponentnog vektora.

tα α

Neka je 2 := {c1t1+c2t2, ci ∈ ℂ}
Onda “ ” znači 
 

2⊗2=3⊕1
tαsβ = t(αsβ) + t[αsβ]

Podsetnik
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triplet, 3

singlet, 1

⏟
| 1

2 , ± 1
2 ⟩⊗| 1

2 , ± 1
2 ⟩ =

|1, + 1⟩ = |↑↑⟩,
|1,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩+|↑↓⟩),

|1, − 1⟩ = |↓↓⟩,
|0,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩−|↑↓⟩),

⏟

t(αsβ) ∝ (tαsβ+tβsα)
t[αsβ] ∝ (tαsβ−tβsα)

2 2



Notacija: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
      ;     za svako  .
(2j+1) := { | j

2 , − j
2 ⟩, | j

2 , − j−2
2 ⟩, …, | j

2 , + j−2
2 ⟩, | j

2 , + j
2 ⟩ }

= t(a1a2⋯a2j) ai = 1,2 i = 1, 2,⋯, 2j
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268 Dodatak A. Grupe: struktura i notacija

Tablica A.2: Nekoliko najmanjih reprezentacija grupe SU(2); formalne ket-oznake precizno odgova-
raju sfernim harmonicima |j, m⇧ ⇤ Ym

j (⇥, �) kada j ⌅ Z.

dim. formalna ket-oznaka indeksna⇥ matrična

V1 1
�
|0, 0⇧

⇥
t [t]

V1
2

2
✏
| 1

2 ,� 1
2⇧, | 1

2 ,+ 1
2⇧
⇣

ta
⇧

t1

t2

⌃

V1 3
�
|1,�1⇧, |1, 0⇧, |1,+1⇧

⇥
t(ab)

⌥

↵ 
x = t(11)

y = t(12)

z = t(22)

�

�⌦

V3
2

4
✏
| 3

2 ,� 3
2⇧, | 3

2 ,� 1
2⇧, | 3

2 ,+ 1
2⇧, | 3

2 ,+ 3
2⇧
⇣

t(abc)

⌥

↵ 
t1 = t(111)

...
t4 = t(222)

�

�⌦

V2 5
�
|2,�2⇧, |2,�1⇧, |2, 0⇧, |2,+1⇧, |2,+2⇧

⇥
t(abcd)

⌥

↵ 
t1 = t(1111)

...
t5 = t(2222)

�

�⌦

...
...

...
...

Vj 2j+1
�
|j,�j⇧, |j, 1�j⇧ · · · , |j, j�1⇧, |j,+j⇧

⇥
t(a1···a2j)

⌥

↵ 
t1 = t(1···1)

...
t2j+1 = t(2···2)

�

�⌦

⇥ indeksi a, b, c · · · ⌅ {1, 2}; okrugle zagrade označavaju simetrizaciju: t(ab) = +t(ba).

označenih na nekoliko alternativnih i često korǐsćenih načina, a tablica A.3 daje nekoliko pr-
vih sfernih harmonika Ym

j (⇥, �), koji su funkcionalna reprezentacija11 (u sfernim koordinatama)
apstraktnih elemenata |j, m⇧. Naravno, i apstraktni operatori J±, J3 i J2 imaju korespondentnu
funkcionalnu reprezentaciju:

J± = ±e±i�
� ⇤

⇤⇥
± i cot(⇥)

⇤

⇤�

�
, (A.35a)

J3 = �i
⇤

⇤�
, (A.35b)

J2 = �
� 1

sin(⇥)
⇤

⇤⇥

⇤
sin(⇥)

⇤

⇤⇥

⌅
+

1
sin2(⇥)

⇤2

⇤�2

�
. (A.35c)

Evidentno—s izuzetkom J3, računanje sa apstraktnim operatorima i svojstvenim stanjima SU(2)
grupe je jednostavnije nego sa funkcionalnom reprezentacijom istih.
11 Na žalost, reč ”reprezentacija“ se koristi u dva pomalo različita smisla: ovde je to u smislu ”realizacija“ ili ”ostva-

renje“, za razliku od tehničkog smisla ”reprezentacije grupe SU(2)“, po definiciji (A.33).

Podsetnik



Notacija (još):
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⌥
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t1 = t(1···1)
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⇥ indeksi a, b, c · · · ⌅ {1, 2}; okrugle zagrade označavaju simetrizaciju: t(ab) = +t(ba).

označenih na nekoliko alternativnih i često korǐsćenih načina, a tablica A.3 daje nekoliko pr-
vih sfernih harmonika Ym

j (⇥, �), koji su funkcionalna reprezentacija11 (u sfernim koordinatama)
apstraktnih elemenata |j, m⇧. Naravno, i apstraktni operatori J±, J3 i J2 imaju korespondentnu
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⇤
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�
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J3 = �i
⇤

⇤�
, (A.35b)

J2 = �
� 1

sin(⇥)
⇤

⇤⇥

⇤
sin(⇥)

⇤

⇤⇥

⌅
+

1
sin2(⇥)

⇤2

⇤�2

�
. (A.35c)

Evidentno—s izuzetkom J3, računanje sa apstraktnim operatorima i svojstvenim stanjima SU(2)
grupe je jednostavnije nego sa funkcionalnom reprezentacijom istih.
11 Na žalost, reč ”reprezentacija“ se koristi u dva pomalo različita smisla: ovde je to u smislu ”realizacija“ ili ”ostva-

renje“, za razliku od tehničkog smisla ”reprezentacije grupe SU(2)“, po definiciji (A.33).
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Tablica A.3: Prvih nekoliko sfernih harmonika.

Y0
0 = 1⌅

4⇥
= 1⌅

4⇥

Y1
1 =�

↵
3

8⇥ sin ⇤ ei� =�
↵

3
8⇥

x+iy
r

Y0
1 =+

↵
3

4⇥ cos ⇤ =
↵

3
4⇥

z
r

Y2
2 =

↵
15

16⇥ (3 cos2 ⇤ � 1) =
↵

3
8⇥

(x+iy)2

r

Y1
2 =�

↵
21

64⇥ sin ⇤(5 cos2 ⇤ � 1)ei� =
↵

3
4⇥

(x+iy)z
r

Y0
2 =

↵
15

16⇥ (3 cos2 ⇤ � 1) =
↵

5
16⇥

3z2�r2

r2

Y3
3 =�

↵
35

64⇥ sin3 ⇤ e3i� =�
↵

35
64⇥

(x+iy)2

r3

Y2
3 =

↵
105
32⇥ sin2 ⇤ cos ⇤ e2i� =

↵
105
32⇥

(x+iy)2z
r3

Y1
3 =�

↵
21

64⇥ sin ⇤(5 cos2 ⇤ � 1)ei� =�
↵

21
64⇥

(x+iy)(5z2�r2)
r3

Y0
3 =

↵
7

16⇥ (5 cos2 ⇤ � 3) cos ⇤ =
↵

7
16⇥

z(5z2�3r2)
r3

— � —
Osim formalne (|j, m⇤) i funcionalne (Ym

j (⇤, �)) notacije, u širokoj upotrebi je i matrična
notacija. Vrlo dobro je poznato da polovine Pauli-jevih matrica (2.109d)

J
(1/2)
1 = 1

2
� 0 1

1 0
⇥

, J
(1/2)
2 = 1

2
� 0 �i

i 0
⇥

, J
(1/2)
3 = 1

2
� 1 0

0 �1
⇥

, (A.36a)

zadovoljavaju relacije (A.30a), što identifikuje svojstvene vektore J
(1/2)
3 -matrice sa svojstvenim

vektorima apstraktog operatora J3:
�

1
0
⇥

⇥ | 1
2 ,+ 1

2⇤, i
� 0

1
⇥

⇥ | 1
2 ,� 1

2⇤. (A.36b)

Na potpuno identičan način, matrice

J
(1)
1 = 1⌅

2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

⌦
, J

(1)
2 = 1⌅

2

⇤
0 �i 0
i 0 �i
0 i 0

⌅
, J

(1)
3 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 �1

⌦
, (A.37a)

takode zadovoljavaju relacije (A.30a), što identifikuje svojstvene vektore J
(1)
3 -matrice sa svojstve-

nim vektorima apstraktog operatora J3:
 1

0
0

⌦
⇥ |1,+1⇤,

 0
1
0

⌦
⇥ |1, 0⇤, i

 0
0
1

⌦
⇥ |1,�1⇤, (A.37b)

a slično tome

J
(3/2)
1 = 1

2

⇧

⌥
0

⌅
3 0 0⌅

3 0 2 0
0 2 0

⌅
3

0 0
⌅

3 0

⌃

� , J
(3/2)
2 = 1

2

⇧

⌥
0 �

⌅
3i 0 0⌅

3i 0 �2i 0
0 2i 0 �

⌅
3i

0 0
⌅

3i 0

⌃

� , J
(3/2)
3 = 1

2

⇤ 3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �3

⌅
, (A.37c)

daju 4-dimenzionu realizaciju za spin-3/2 sisteme. Analogna matrična realizacija operatora J j i
svojstvenih vektora |j, m⇤ je naravno moguća za svako j.

Najzad, u tenzorskoj notaciji imamo:

t1 ⇥ | 1
2 ,+ 1

2⇤, i t2 ⇥ | 1
2 ,� 1

2⇤, (A.38a)

No, imajte na umu: 
polucelobrojne 

reprezentacije 
nisu 

jednoznačne 
funkcije!

Ym
l ( ⃗r ) → eiα.z Ym

l ( ⃗r )
= eiαm Ym

l ( ⃗r )
eiα ½ → ei(2π)½ = eiπ = –1

Podsetnik
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Analogno tome,

pa (Wigner-Eckardt-ova teorema):
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inercije12, pa ugaoni momenat izračunamo iz tako dobivenih podataka za momenat inercije i za
ugaonu brzinu. Drugim rečima, ”ugaoni-mometometar“ ne postoji.

Sa elementarnim česticama je situacija još posrednija: po definiciji, elementarne čestice ne
mogu da imaju ”oznaku“ koju bi mogli da i u principu pratimo, pa da bi izmerili ugaonu brzinu,
izračunamo moment inercije, itd. Umesto toga, ugaoni momenat je čak i definisan posredno. Na
primer, svojstveni ugaoni momenat elektrona—tzv. spin—je zapravo fiktivna rotacija [v. digre-
siju 2.1, str. 120] koju izračunavamo, putem relacije (2.23a), iz izmerenog magnetnog dipolnog
momenta.

U situaciji kada imamo nekoliko magnetnih polja, sasvim je logično da računamo njihov
vektorski zbir. Uzvratno, pošto dipolni momenti tih magnetnih polja definǐsu spinove i orbitalne
ugaone momente13, sumi magnetnih polja onda odgovara suma ugaonih momenata, i sopstvenih
(”spinova“) i medusobnih (”orbitalnih“).

— � —
Tehnika sabiranja ugaonih momenata u kvantnoj teoriji se razlikuje od ”običnog vektor-

skog sabiranja“ koje očekujemo u klasičnoj fizici, i to je vrlo dobro diskutovano u standardnim
udžbenicima kvantne mehanike. Podsetimo se ovde samo osnovnih relacija.

Neka su {L1, L2, L3} i {S1, S2, S3} dve trojke operatora, svaka od kojih nezavisno zadovoljava
relacije (A.30a)—bez obzira šta im je fizički smisao, i neka

[L j, Sk] = 0 za svaki indeks-par (j, k) gde je j, k = 1, 2, 3. (A.39)

Onda definǐsemo
J j := L j + S j, ⇥ [J j, J k] = i� jk

mJ m. (A.40)

Za svaku trojku definǐsemo operatore po ugledu na J2 i J±, pa imamo rezultate po ugledu
na (A.30), ponavljanjem računa u digresiji A.2, str. 265:

L2|�, m�⇤ = �(�+1)|�, m�⇤, L3|�, m�⇤ = m�|�, m�⇤; (A.41a)

S2|s, ms⇤ = s(s+1)|s, ms⇤, S3|s, ms⇤ = ms|s, ms⇤; (A.41b)

J2|j, mj⇤ = j(j+1)|j, mj⇤, J3|j, mj⇤ = mj|j, mj⇤. (A.41c)

Iz relacije (A.39) sledi da L2, L3, S2, S3 svi medusobno komutiraju, pa je stoga bazis dobiven
tensorskim proizvodom simultani sopstveni bazis svih četiri operatora:

|�, s; m�, ms⇤ := |�, m�⇤ � |s, ms⇤, (A.42a)

L2|�, s; m�, ms⇤ = �(�+1)|�, s; m�, ms⇤, S2|�, s; m�, ms⇤ = s(s+1)|�, s; m�, ms⇤, (A.42b)

12 U principu, to je moguće ili tako što aproksimiramo geometriju objekta i raspodele mase pa izračunamo momenat
inercije integracijom, ili fizičkom primenom sile, pa momenat inercije izračunamo kao količnik momenta sile i
proizvedene promene u ugaonoj brzini.

13 Mada Bohr-ov model atoma predstavlja elektron kao tačkastu česticu koja rotira oko tačkastog protona, pa roti-
ranje elektronovog naelektrisanja čini struju koja onda stvara ”orbitalno magnetno polje“, eksperimenti zapravo
mere samo postojanje ovog magnetnog polja, iz čega onda—uzvratno—zaključujemo o rotiranju mentalne slike
tačkastog elektrona u Bohr-ovom atomu.
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A.3 Grupa SU(2)
Ova grupa je poznata iz kvantno-mehaničkog formalizma za spin i orbitalni ugaoni momenat.
Grupu generǐsu bilo koja tri operatora koji zadovoljavaju relacije

�
J j , J k

⇥
= i � jkl ⇥lm J m := i � jk

m J m. (A.30a)

Elementi grupe SU(2) su onda operatori oblika U�a := exp{iajJ j}. Ili, obratno, generatore
možemo formalno definisani putem relacije

J k :=
1
i

⇤⌅g(�a )
⌅ ak

⌅

�a=�0
(A.30b)

Sledi da kvadratni J 2 operator komutira sa sva tri J j:
�

J2 , J j
⇥
= 0, j = 1, 2, 3, gde je J2 := J 2

1 + J 2
2 + J 2

3 , (A.30c)

pa operatori10 J2, J3 imaju zajednički bazis svojstvenih funcija:

J2|j, m = j(j+1)|j, m , J3|j, m = m|j, m , (A.30d)

gde
⌥m ⌃ Z, j := max(m) ⌅ �j ⇤ m ⇤ +j (A.30e)

Sledi da su j i m ili celobrojni (tenzori) ili polu-celobrojni (spinori), te da

J± := (J1 ± iJ2), J±|j, m =
⇧

j(j+1)� m(m±1)|j, m±1 . (A.30f)

Digresija A.2: (Dokaz tvrdenja (A.30), sledeći Ref. [103].) Pošto nijedan par iz skupa operatora
{J 1, J 2, J 3} ne komutira, ne postoji podsistem uzajamno komutirajućih operatora koji bi imao za-
jednički svojstveni bazis. Stoga odaberemo jedan, obično J 3, za nalaženje njegovih svojstvenih stanja.
Potom dokažemo neposrednim računom da

[J i, J 2] = 0, J 2 := J 2
1 + J 2

2 + J 2
3 , i = 1, 2, 3. (A.31a)

Pošto J 3 i J 2 komutiraju, sledi da poseduju zajednički svojstveni bazis:

J 2|⇤, m = ⇤|⇤, m , J 3|⇤, m = m|⇤, m , (A.31b)

koji Gram-Schmidt-ovim postupkom uvek možemo orto-normirati:

�⇤⇧, m⇧|⇤, m = ⇥⇤⇧,⇤ ⇥m⇧,m. (A.31c)

Sa preostala dva operatora, J 1, J 2 definǐsemo

J± := J 1 ± iJ 2, (J±)† = J⇥, (A.31d)

tako da
J+J� = J 2

1 + J 2
2 + J 3, J�J+ = J 2

1 + J 2
2 � J 3, (A.31e)

J 2 = J+J� + J�J+ + J 2
3 , (A.31f)

10 Izbor J3 je proizvoljan, i naziva se izborom ose kvantizacije ugaonog momenta u kvantnoj mehanici.
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Najzad, tenzorska notacija se takode koristi, naročito za veće grupe, i u toj notaciji rela-
cije (A.52) postanu

2⇤ 2 = 3⇥ 1 ⌥ t⇥ ⇤ u⇤ = v(⇥⇤)
⌦ �↵

3 komp.

⇥
⇧

v[⇥⇤] = v �⇥⇤
⌃

⌦  � ↵
1 komponenta

, (A.53)

gde

V0 =
⇤

c0|0, 0�
⌅

=
⇤

b0 t
⌅

, (A.54a)

V1/2 =
⇤

c+| 1
2 ,+ 1

2�+ c�| 1
2 ,� 1

2�
⌅

=
⇤

b1 t1 + b2 t2⌅, (A.54b)

V1 =
⇤

c1|1,+1�+ c0|1, 0�+ c�1|1,�1�
⌅
=

⇤
b11 t(11) + b12 t(12) + b22 t(22)⌅, (A.54c)

i tako dalje. Formalne varijable t za V0, {t1, t2} za V1/2, {t(11), t(12), t(22)} za V1, itd. igraju ulogu
bazisnih vektora u tenzorskoj notaciji. Osim toga, Levi-Civita simbol �⇥⇤ je SU(2)-invarijantna
antisimetrična 2-forma, pa je stoga moguće identifikovati antisimetrični tenzor ranga 2 sa invari-
jantom: v[⇥⇤] �⌃ v = (1

2 �⇥⇤v[⇥⇤]). Slično tome, imamo projekcije

V1 ⇤V1/2 ⇧ V1/2  t(⇥⇤)u⇧ �⌃ v⇥ := (�⇤⇧t(⇥⇤)u⇧), (A.55)

V3/2 ⇤V1/2 ⇧ V1  t(⇥⇤⇧)u⌅ �⌃ v(⇥⇤) := (�⇧⌅t(⇥⇤⇧)u⌅), (A.56)

V1 ⇤V1 ⇧ V1  t(⇥⇤)u(⇧⌅) �⌃ v(⇥⇧) := (�⇤⌅t(⇥⇤)u(⇧⌅)), (A.57)

V1 ⇤V1 ⇧ V0  t(⇥⇤)u(⇧⌅) �⌃ v := (�⇥⇧�⇤⌅t(⇥⇤)u(⇧⌅)), itd. (A.58)

A.3.4 SU(2)-kovarijantni operatori i Wigner-Eckardt-ova teorema
Relacije (A.30d) i (A.30f) imaju vrlo jednostavnu generalizaciju od svojstvenih stanja na svoj-
stvene/kovarijantne operatore: Ako (2r+1)-orka operatora {T(r)

⌃ , |⌃| ⌅ r} zadovoljava relacije

�
J2 , T(r)

⌃
⇥
= r(r+1)T(r)

⌃ ,
�

J3 , T(r)
⌃

⇥
= ⌃T(r)

⌃ , (A.59a)

onda takode važi
�

J± , T(r)
⌃

⇥
=

⌥
r(r+1)� ⌃(⌃+1)T(r)

⌃±1, (A.59b)

pa je formalni vektorski prostor {�r
⌃=�r c⌃T(r)

⌃ , c⌃ ↵ R} � R2r+1 takode reprezentacija grupe
SU(2). Onda imamo:

Teorema A.3.2 (Wigner-Eckardt) Za (2r+1)-orku operatora {T(r)
⌃ , |⌃| ⌅ r} koji zadovoljavaju

relacije (A.59) i stanja |j, mj; ⇥� koja zadovoljavaju (A.30d) a ⇥ predstavlja dodatne svojstvene
vrednosti operatora nezavisnih od J , važi:

�j⌦m⌦j; ⇥⌦|T(r)
⌃ |j, mj; ⇥� = �j⌦, m⌦j|r, j; ⌃, mj� �j⌦; ⇥⌦✏T(r)✏j; ⇥�, (A.60)

gde je �j⌦; ⇥⌦✏T(r)✏j; ⇥� tzv. redukovani matrični element (amplituda) koja ne zavisi od mj, ⌃, m⌦j,
a �j⌦, m⌦j|r, j; ⌃, mj� je Clebsch-Gordan-ov koeficijent.

Ova teorema se najčešće koristi kada tražimo količnike matričnih elemenata gde su redukovani
matrični elementi jednaki pa se potiru u količniku.

Tablica Clebsch-Gordan-ovih koeficijenata.
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⇤
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Kao što faktorizujemo 

Ψ(r, θ, ϕ) = ∑nlm
Rnl(r) Ym

l (θ, ϕ)Kvark Model
Talasne funkcije vezanih stanja možemo faktorizovati 

  

Osnovno stanje: faktor     je sferno-simetričan, 
pa je dakle i simetričan u odnosu na    razmenu  . 

Faktor    je antisimetričan u odnosu na  razmenu . 

➾ faktor    mora biti simetričan 
u odnosu na    razmenu  . 

Ako je faktor   = totalno simetričan ➾ spin- , 

onda je i    totalno simetričan ➾ desetorka

Ψ( ⃗r1, ⃗r2, ⃗r3) χ1(spin) χ2(ukus) χ3(boja)
Ψ( ⃗r1, ⃗r2, ⃗r3)

⃗ri ↔ ⃗rj ∀i, j
χ3(boja)

χ1(spin) χ2(ukus)
i↔ j ∀i, j
χ1(spin) 3/2

χ2(ukus)

Kvarkovi i barioni
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Označimo

Onda imamo da je

gde je “triplet” simetričan u odnosu na razmenu dva faktora

a “singlet” antisimetričan u odnosu na razmenu dva faktora

triplet

singlet

Simetrizacija spina i ukusa
Sabiranje spina

9

SU(2) & SU(3)

⏟

| 1
2 , ± 1

2 ⟩⊗| 1
2 , ± 1

2 ⟩ =

|1, +1⟩ = |↑↑⟩,
|1,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩+|↑↓⟩),

|1, −1⟩ = |↓↓⟩,
|0,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩−|↑↓⟩),

⏟

,  itd.|↑⟩ := | 1
2 , + 1

2 ⟩, |↓⟩ := | 1
2 , − 1

2 ⟩; |↑↑⟩ := | 1
2 , + 1

2 ⟩⊗| 1
2 , + 1

2 ⟩



Kvark model

U izospinskom formalizmu:   a  .|d⟩ := |↓⟩ |u⟩ := |↑⟩
Da opišemo izospinske faktore za anti-kvarkove, koristimo 
osobinu SU(2) grupe da je . 
 
 
 
 
 
 

det[!]=1

Onda , t.j.  ali .(tα)† = tα =εαβ tβ t1 =ε12 t2 = +t2 t2 =ε21 t1 = −t1

Odnosno,  ali je .| ū⟩= |↓⟩ | d̄⟩= −|↑⟩

SU(2)izospin simetrija
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det[U] = U1
1U2

2 � U2
1U1

2 = #abUa
1Ub

2

e# ab = Uc
aUd

b#cd = Uc
aUd

b 1
2(#

cd � #dc) = 1
2(Uc

aUd
b#cd � Uc

aUd
b#dc)

= 1
2(Uc

aUd
b#cd � Ud

bUc
a#dc

| {z }
d:c

) = 1
2(Uc

aUd
b#cd � Uc

bUd
a#cd)

= 1
2(Uc

aUd
b � Uc

bUd
a)#cd, ) e# ab = �e# ba.

= 1
2(d

a
e db

f � db
e da

f )Uc
eUd

f #cd = 1
2 #ab#e f Uc

eUd
f #cd

= #ab⇥1
2 #e f Uc

eUd
f #cd⇤ = #ab det[U] = #ab

|ui =
���1

2 ,+ 1
2

E
, |di =

���1
2 ,� 1

2

E
.

4

do
ka

z

QED



|u⟩⊗| ū⟩ = |↑⟩⊗|↓⟩ = 1
2

|1,0⟩ + 1
2

|0,0⟩

|d⟩⊗| ū⟩ = |↓⟩⊗|↓⟩ = |1, − 1⟩
|u⟩⊗| d̄⟩ = |↑⟩⊗(−|↑⟩) = − |1, + 1⟩
|d⟩⊗| d̄⟩ = |↓⟩⊗|↑⟩ = − 1

2
|1,0⟩ + 1

2
|0,0⟩

Kvark model

Dakle: ,   pa  ,  ali  .|d⟩ := |↓⟩ |u⟩ := |↑⟩ | ū⟩= |↓⟩ | d̄⟩= −|↑⟩
Onda su moguća  stanja:[qq̄]

Mada je triplet  simetričan kao reprezentacija 
SU(2) a singlet   je antisimetričan, razmena kvarka i 
antikvarka se očigledno može smatrati simetrijom.

{ |1,±⟩, |1,0⟩ }
|0,0⟩

SU(2)izospin simetrija
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= π+
= π−

π0 η0

π0 η0



Kvark model

I, obratno, 
 
 
 
 
 
 

Mada 1., 3. i 4. stanje izgleda simetrično and 2. antisimetrično, 
razmena kvarka i antikvarka nije simetrija.

Operatori  generišu  transformacije    para31, 32, 33 SU(2)I d, u
Npr.:   & :    (Pauli-eve matrice)|↑⟩↦[1

0] |↓⟩↦[0
1] 3i ↦ 1

2 σi

SU(2)izospin simetrija
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|1, + 1⟩ = |↑↑⟩ = − |u⟩⊗| d̄⟩
|1,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩+|↓↑⟩) = 1
2 ( |u⟩⊗| ū⟩−|d⟩⊗| d̄⟩)

|1, − 1⟩ = |↓↓⟩ = |d⟩⊗| ū⟩
|0,0⟩ = 1

2 ( |↑↓⟩−|↓↑⟩) = 1
2 ( |u⟩⊗| ū⟩+|d⟩⊗| d̄⟩)



Kvark model

  transformacije “rotiraju” unutar 3D prostora 
, što je onda irreducibilna reprezentacija (irrep) 

“3” (=“izospin-1“) grupe  — tj. ne postoji potprostor u 
kome su -transformacije zavorene.

SU(2)I
{ π−, π0, π+ }

SU(2)I
SU(2)I

  transformacije ne menjaju 1D prostor , te je to 
invarijanta, “1” (=“izospin-0“) irrep grupe .
SU(2)I { η0 }

SU(2)I
Slično tome,  čine “2” (=“izospin-¹⁄₂“) irrep, a 

 čine ekvivalentnu “2” (=“izospin-¹⁄₂“) irrep.
{ d, u }

{ d̄, ū }
U “čestičarskoj” notaciji, 2⊗2 = 3⊕1 
izospin-( (¹⁄₂ ⊗¹⁄₂) = 1⊕0 )
Za 3-kvark stanja, izospin-(2⊗2⊗2 = (3⊕1)⊗2 = 4⊕2⊕2).
Isto kao spin-(¹⁄₂ ⊗¹⁄₂ ⊗¹⁄₂) = spin-(³⁄₂⊕ ¹⁄₂ ⊕¹⁄₂) u kv. mehanici.

SU(2)izospin simetrija
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Kvark model

Po masama su kvarkovi 
drugačije grupisani:

u i d kvarkovi su vrlo slični, 
300–350 MeV/c2

s je malo teži, 
∼ 500 MeV/c2.

mc ∼ 1.5 GeV/c2

mb ∼ 4.7 GeV/c2

mt ∼ 173.1 GeV/c2

Stoga su u, d i s “sličniji“
Razmena u, d i s kvarka čini 
aproksimativnu simetriju

14

×1.5

×3.0

×3.1

×36.8

Elementarne čestice

< 1 GeV 
(≤1974)

http://universe-review.ca/F15-particle.htm


Kvark model

U eksperimentima gde su razlike izmedju ,  i  
zanemarljive,   je (približna) simetrija koja “rotira” u 

 prostoru:

mu md ms
SU(3)f

{ d, u, s }
Tu je prostor kompleksnih linearnih kombinacija ,  i  kvarkova 
(tj. njihovih talasnih funkcija) “ ” u .

d u s
3 SU(3)f

Mezoni se transformišu kao    u 3⊗3̄ = 1⊕8 SU(3)f
otud oktet i singlet u šemi “osmostrukog puta“.

Barioni kao  3⊗3⊗3 = (6⊕3̄)⊗3 = 10⊕8 ⊕ 1⊕8
otud dekuplet, dva različita okteta, i singlet;
Spin, pa i Pauli-ev princip, se analizira dodatno.

Evidentno:   ,  tako da  SU(2)I ⊊ SU(3)f 3SU(3) = (2⊕ 1)SU(2)
Regularna podgrupa: {d, u, s}={d, u}⊕{s}

SU(3)f simetrija
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< 1 GeV 
(≤1974)



Kvark model

Za  znamo da je, u proizvodu “2⊗2 = 3⊕1, “3” simetrično 
a “1” antisimetrično u odnosu na razmenu prve i druge “2”.

SU(2)

Kod  proizvoda, situacija je komplikovanijaSU(3)
U razvoju “3⊗3⊗3 = 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1,” “10” je totalno 
simetrično,  “1” totalno antisimetrično…
A obe “8” irrep su delimično simetrične: možemo odabrati bazis 
u kome je jedan oktet antismetričan u odnosu na razmenu prva 
dva kvarka, 8[12]3 , a drugi antisimetričan u odnosu na razmenu 
poslednja dva, 81[23].
Antisimetrizacija po trećem paru, 8[1|2|3] = 8[12]3 + 81[23], 
nije linearno nezavisna od prve dve.
Ili, možemo odabrati bazis koji ima 8[12]3 i 8(12)3 .

SU(3)f simetrija
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Kvark model

(Anti)simetrizacija:  3⊗3 = 6⊕3̄

… pošto je Levi-Civita simbol  totalno antisimetričan.εαβγ

Pa onda:

Matematičari:   (što je projekcija), 
         (što je “ostatak“)

10=Sym(6⊗3)
8=ker[(6⊗3)→Sym(6⊗3)]

SU(3)f simetrija
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A.4. The SU(3) Group 485

The first three matrices evidently generate one of continuously many SU(2) ⇢ SU(3) subgroups.
This choice of a matrix representations of generators shows that the structure constants fabc =
fab

d gdc are totally antisymmetric, fabc = � fbac = � facb = � fcba, and we have:

f123 = 1, f458 = f678 =
p

3

2
, f147 = � f156 = f246 = f257 = f345 = � f367 = 1

2
. (A.72c)

It is useful to know that:
Tr(llllallllb) = 2dab

. (A.73)

A.4.2 Representations of SU(3)

One may define the ket-notation as well as the matrix notation for every Lie group, but only the
dimensional and the tensor/index notation shall be shown here:

1 ' t 3 ' ta 3⇤ ' ta = 1

2
#abgt[bg] a, b, g, . . . = 1, 2, 3, (A.74)

6 ' t(ab)
, 6⇤ ' t(ab) 8 ' ta

b, ta
a ⌘ 0 10 ' t(abg)

, etc. (A.75)

Here, e.g., t(ab) is the symmetric 3⇥3 matrix, t[ab] is the antisymmetric 3⇥3 matrix, ta
b is the

Hermitian 3⇥3 matrix the trace of which vanishes, etc. It is important to recall the identities:

#abg#def = dd
ade

bd
f
g � dd

ad
f
b de

g + d
f
a dd

bde
g � d

f
a de

bdd
g + de

ad
f
b dd

g � de
add

bd
f
g , (A.76a)

) #abg#deg = dd
ade

b � de
add

b, #abg#dbg = 2dd
a, #abg#abg = 6. (A.76b)

Then,

3 ⌦ 3 = 6S � 3⇤A , ta sb = t(asb) + t[asb]
,

⇢ t(asb) := 1

2

�
tasb + tbsa

�
,

t[asb] := 1

2

�
tasb � tbsa

�
;

(A.77a)

where subscripts S and A, respectively, denote the symmetric and antisymmetric parts of a product.
Next,

6 ⌦ 3 = 10 � 8 , t(ab) sg = t(absg) + 4

3
t(a[b)sg]

,

t(absg) := 1

3

�
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�
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t(a[b)sg] := 1

4

�
(t(ab)sg � t(ag)sb) + (t(ba)sg � t(bg)sa)

�
,

= 1

4

�
2t(ab)sg � t(ag)sb � t(bg)sa

� (A.77b)

where it follows that t(a[b)sg] #abg ⌘ 0;

3⇤ ⌦ 3 = 8 � 1 , ta sb =
⇣

tasb � 1

3
d

b
a (tgsg)

⌘
+ 1

3
d

b
a (tgsg). (A.77c)

Besides, we also have that

4

3
t(a[b)sg] #bgd = t(ab)sg #bgd =: (t(··)s·)a

d : da
d (t(··)s·)a

d ⌘ 0, (A.77d)

so that (t(··)s·)a
d is a Hermitian matrix with vanishing trace. Since #bgd#efd = d

b
e dg

f�dg
e d

b
f, we have

also the “converse” relations:

(t(··)s·)a
d #bgd = t(ab)sg � t(ag)sb

, 2

3
(t(··)s·)(ad #b)gd = 4

3
t(a[b)sg] (A.77e)

Finally, we will also need the combination (A.77a), (A.77b) and (A.77c):

3 ⌦ 3 ⌦ 3 =
�
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�
⌦ 3 =

�
10S � 8

�
�

�
8 � 1A

�
, (A.77f)
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3̄ ≃ (t⋅s)α := 1
2 εαβγ t[βsγ]



Digresija
3-čestična stanja
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123 132 312 321 231 213
a [1 2 3] + – + – + –
b (1 2 3) + + + + + +
c [1 2 ] 3 +2 + – + – –2
d ( 1 2 ) 3 +2 – – – – +2
e 1 [ 2 3 ] +2 –2 – + – +
f 1 ( 2 3 ) +2 +2 – – – –

{a, b, (bilo koja dva od c–f )} čine kompletan (lin. nez.) bazis; 
{a, b, c, d} kao i {a, b, e, f } su i “komplementarni” bazisi.

  &  |a⟩+|b⟩+|c⟩+|d⟩= |123⟩ |a⟩+|b⟩+|e⟩+| f⟩= |123⟩



Kvark model

Ali,  nije dosta:SU(3)f ×SU(2)s
  je simetričan pod razmenom bilo koja dva kvarka10f

ima spin-³⁄₂ — dakle, sva tri kvarka imaju isti (paralelni) spin, ½
ili Pauli-ev princip za kvarkove ne važi (nisu pravi fermioni), 
ili mora da postoji još jedan kvantni broj po kome su antisimetrični, 
pa da tri kvarka mogu da budu totalno antisimetrični.
Taj treći kvantni “broj” je boja: .SU(3)c

Onda je “dekuplet” =  
ima talasnu funkciju koja je antisimetrična pri razmeni 
bilo koja dva kvarka. 

4s⊗10f ⊗1c = χ4
(123)s χ10

(123)f χ1
[123]c

SU(3)f × SU(2)s simetrija
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Notacija:  je totalno simetrični a  je totalno antisimetrični faktorχ(123) χ[123]



Kvark model

Pokušajmo: Ψ( ⃗r1, ⃗r2, ⃗r3) [χ123 spin χ123 f]A

Pošto spin-½ faktori imaju samo dve komponente (  i ), ne 
može da postoji totalno antisimetrična trojka, pa onda:

↑ ↓

Plan A:   
   daje spin-³⁄₂, 
Pošto    
        

“Plan A” predviđa spin-³⁄₂  singlet (a ne dekuplet)

[χ123 spin]S [χ123 f]A
[χ(123)spin]S =[2⊗2⊗2]S =[(2⊗2)S⊗2]S =[3⊗2]S =4

[χ[123] f ]A =[3⊗3⊗3]A =[(3⊗3)A⊗3]A =[3̄⊗3]A =1
χ[123] f ∝ ( |dus⟩−|dsu⟩+|sdu⟩−|sud⟩+|usd⟩−|uds⟩)

Plan B:  
Totalno simetrizovani proizvod sa komplementarno mešovitom 
simetrijom može da dā samo spin-½ oktet; .

(χ(12)3 s χ[12]3 f + χ(1|2|3) s χ[1|2|3] f + χ1(23) s χ1[23] f )

(3⊗3⊗3)M =8M

SU(3)f × SU(2)s simetrija
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(bez boje)

: SU(3) 3⊗3⊗3 = 10S⊕8M⊕8M⊕1A
: SU(2) 2⊗2⊗2 = 4S⊕2M⊕2M

❌

"❓

a spin-³⁄₂ 

dekuplet?



$

Totalno simetrični spinski faktor, , jeχ(123)s

gde je

Sve linearne kombinacije ovih stanja su totalno simetrične.

Faktor ukusa/vrste je 

➾ “dekuplet” (desetorka, 
10 bazisnih stanja) 
=totalno simetrična

Stoga je    totalno simetričanχ(1,2,3)spin χ(1,2,3)f

Dekuplet (10)

21

2

� ⇧ ei⇤� , Aµ ⇧ Aµ + i e�i⇤⇧µei⇤ = Aµ � ⇧µ⇤ .

|�⌦ ⇧ ei⇤aTa |�⌦ , (0.0.3)

Aµ ⇧ Aµ + i e�i⇤aTa ⇧µei⇤aTa , (0.0.4)
�

Ta , Tb ] = i fab
c Tc , Ta  a , ei⇤aTa  G .

⇤
(8, 1, 0) (3, 2, 0)
(3⇥, 1, 0) (1, 3, 0)

⌅
⇤ (1, 1, 0)

µ
⇧�

⇧µ
=

2�2

3⌅
, � �(µ) =

�1
C1 +

2
3⌅ ln(µ)

.

|3/2, ms⌦ =
 
|⌥⌥⌥⌦, |⌃⌥⌥⌦(123), |⌃⌃⌥⌦(123), |⌃⌃⌃⌦
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⇥2(ukus) =
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⌦
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2 ,� 1
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��⌥
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c(M2�m 2
1 )

2M
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q

m2
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= r(E) dE
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gµn(z) =
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∂z

i
d4z
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Simetrizacija spina i ukusa
(bez boje)

χ(123)f := {|ddd⟩, |ddu⟩(123), |duu⟩(123), |uuu⟩,
|dds⟩(123), |dus⟩(123), |uus⟩(123),
|dss⟩(123), |uss⟩(123),
|sss⟩}



$

Totalno simetrični spinski faktor, , jeχ(123)s

gde je

Sve linearne kombinacije ovih stanja su totalno simetrične.

Faktor ukusa/vrste je 

➾ “dekuplet” (desetorka, 
10 bazisnih stanja) 
=totalno simetrična

Stoga je    totalno simetričanχ(1,2,3)spin χ(1,2,3)f

Dekuplet (10)
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� ⇧ ei⇤� , Aµ ⇧ Aµ + i e�i⇤⇧µei⇤ = Aµ � ⇧µ⇤ .
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Aµ ⇧ Aµ + i e�i⇤aTa ⇧µei⇤aTa , (0.0.4)
�
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Simetrizacija spina i ukusa
(bez boje)

χ(123)f := {|ddd⟩, |ddu⟩(123), |duu⟩(123), |uuu⟩,
|dds⟩(123), |dus⟩(123), |uus⟩(123),
|dss⟩(123), |uss⟩(123),
|sss⟩}

mora boja



Kvark model

Za   oktet, uzmimo  .SU(3)f 8[12]3 f

Treba nam stanje totalnog spina ¹⁄₂ , a antisimetrično pod 
razmenom :  ,  1↔2 2[12]3 = 1

2 ( |↑↓∙⟩−|↓↑∙⟩) ∙= ↑,↓
  
je talasna funkcija koja je totalno antisimetrična pri razmeni 
bilo koja dva kvarka.

(χ8
[12]3f ⊗χ2

[12]3s + χ8
[1|2|3] f ⊗χ2

[1|2|3]s + χ8
1[23] f ⊗χ2

1[23]s)⊗χ1
[123]c

Bez  , spin-¹⁄₂ oktet bi mogao da se konstruiše, 
ali ne i spin-³⁄₂ dekuplet.

SU(3)c

Dakle, mora da postoji dodatni stepen slobode po kojem 
tri inače jednaka kvarka mogu da se antisimetrizuju.
Taj dodatni stepen slobode mora da ima tačno tri “vrednosti” 
kako bi  “[%&']” bilo jedino totalno antisimetrično stanje.

SU(3)f × SU(2)s × SU(3)c
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do
ka

z

QED

(sa bojom)

: SU(3) 3⊗3⊗3 = 10S⊕8M⊕8M⊕1A
: SU(2) 2⊗2⊗2 = 4S⊕2M⊕2M

 SU(3)c



Kvarkovi
Da ponovimo:
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Particle Data Group: http://pdg.lbl.gov

Zašto 3 ?!

Ime / Energy Spin Q I3(W)

νe 
< 3 eV

νμ 
< 0.19 MeV

ντ 
< 18.2 MeV ±½ 0 +½

e 
.511 MeV

μ 
106 MeV

τ 
1.78 GeV ±½ –1 –½

u,u,u 
1.5–4.5 MeV

c,c,c 
1.0–1.4 GeV

t,t,t 
.17–.18 TeV

±½ +⅔ +½
d,d,d 

5.0–8.5 MeV
s,s,s 

.08–.15 GeV
b,b,b 

4.0–4.5 GeV
±½ –⅓ –½

Plus posrednici interakcija: 
foton, , , gluoni i gravitoni.W± Z0

i Higgs-ova čestica.

http://pdg.lbl.gov


Kvark model

Procesi vezanih stanja kvarkova (i anti-kvarkova) se svode na 
procese samih kvarkova:

Hadronski procesi

24

n0

p+ e–

W–

νe

n0

e–

W–

νep+

β-raspad



Kalibracioni princip

Smenom  dobijemo: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ψ( ⃗r, t) → eiφ( ⃗r,t) Ψ( ⃗r, t)

što nameće uslov na fazu—da je zavisna od stanja !Ψ( ⃗r, t)
A to nikako ne bi smelo (!?): promena faze talasne funkcije 
mora da bude potpuno proizvoljna i nemerljiva (neprimetna)!
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Izvorna Schrödinger-ova jednačina

Kvantna mehanika predvidja EM polje

iℏ ∂
∂t (eiφ Ψ) = [− ℏ2

2m
⃗∇2 + V( ⃗r )](eiφ Ψ)

iℏ(eiφi ∂φ
∂t )Ψ + iℏeiφ ∂Ψ

∂t = − ℏ2

2m
⃗∇ ⋅(eiφ(i ⃗∇ φ)Ψ + eiφ ⃗∇ Ψ) + V( ⃗r )eiφ Ψ

−ℏ eiφ( ∂φ
∂t )Ψ + eiφ(iℏ ∂Ψ

∂t )
= − ℏ2

2m (eiφ(i ⃗∇ φ)2Ψ + eiφ(i ⃗∇2φ)Ψ + 2eiφ(i ⃗∇ φ)⋅( ⃗∇ Ψ)) − ℏ2

2m eiφ ⃗∇2Ψ + V( ⃗r )eiφ Ψ

∂φ
∂t = ℏ

2m ((i ⃗∇ φ)2 + i ⃗∇2φ) + 2(i ⃗∇ φ)⋅( ⃗∇ ln(Ψ)))



Kalibracioni princip

Ostaje nam samo da “popravimo” parcijalne izvode:

i zahtevamo da se “korekcije”  i  transformišu simultano sa 
, i to tako da njihove transformacije potiru “suvišne članove“.

X ⃗Y
Ψ
To će se dogoditi tačno onda ako za    sledi da jeΨ̃ =eiφΨ

to jest, ako

pa su    i   tzv.  kovarijantni izvodi  za faznu promenu.=t
⃗=
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Kvantna mehanika predvidja EM polje

∂
∂t → =t := ∂

∂t + X ⃗∇ → ⃗= := ⃗∇ + ⃗Y

=̃t(eiφΨ) = eiφ(=tΨ) ˜⃗= (eiφΨ) = eiφ( ⃗=Ψ)

=̃t = eiφ =t e−iφ ˜⃗= = eiφ ⃗= e−iφ



Kalibracioni princip

Iz čega sledi: 
 
 
 

pa se  i  transformišu nehomogeno (što je tipično za 
koneksiju!): 
 
 

X ⃗Y

Da li vas to potseća na nešto što ste već videli?
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Kvantna mehanika predvidja EM polje

=̃t = eiφ =t e−iφ

˜⃗= = eiφ ⃗= e−iφ

∂
∂t + X̃ = eiφ [ ∂

∂t +X] e−iφ

∂
∂t + X̃ = ∂

∂t −i ∂φ
∂t +X

⃗∇+ ˜⃗Y = eiφ [ ⃗∇+ ⃗Y ] e−iφ

⃗∇+ ˜⃗Y = ⃗∇−i( ⃗∇ φ)+ ⃗Y

X̃ = X−i ∂φ
∂t

˜⃗Y = ⃗Y −i( ⃗∇ φ)



Kalibracioni princip

Nova Schrödinger-ova jednačina onda treba da bude:

Za razbibrigu (nije domaći zadatak, pošto ima u knjizi):

Naći  , ,   u zamenama  ,  ,  i   , 
tako da    i    budu skalarni i vektorski potencijal 
elektromagnetnog polja, a    parametar kalibracione 
transformacije elektromagnetizma.

α β γ X=αΦ ⃗Y =β ⃗A φ=γλ
Φ ⃗A

λ
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Kvantna mehanika predvidja EM polje

iℏ[ ∂
∂t +X]Ψ( ⃗r, t) = [− ℏ2

2m [ ⃗∇ + ⃗Y ]2 + V( ⃗r)]Ψ( ⃗r, t)



Kalibracioni princip

Prepoznatljive definicije:
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3.1. Nerelativistički U(1) primer 153

Rešenje je naravno u tome da originalna Schrödinger-ova jednačina mora da bude prome-
njena, ali ta promena mora biti takva da ne promeni ni jedan već potvrdeni rezultat dobiven
pomoću te jednačine. Evidentno, to je prilično strog zahtev.

Praćenjem računa (3.4)–(3.5) se vidi da konačni—nedozvoljiv—rezultat sledi iz činjenice da
se izvodi ”nove“ talasne funkcije ei�⇥(�r, t) razlikuju od ei�-umoška izvoda ”stare“ talasne funkcije
⇥(�r, t). Ponukani time, uvedimo novu vrstu izvoda:⇤

⇤

⇤t
⇥ Dt :=

⇤

⇤t
+ X, �⌃ ⇥ �D := �⌃+ �Y (3.6a)

gde ćemo veličine X i �Y odrediti tako da ti novi izvodi zadovoljavaju relacije:

D ⇧
t(e

i�⇥) = ei�(Dt⇥), �D ⇧(ei�⇥) = ei�(�D⇥), (3.6b)

što će biti zadovoljeno ako

(D ⇧
t · · · ) = ei�(Dte�i� · · · ), (�D ⇧ · · · ) = ei�(�De�i� · · · ), (3.6c)

gde D ⇧
t, �D

⇧ označava nove izvode posle ⇥ ⇥ ei�⇥ transformacije. Naime, sa tim novim izvodima,
Schrödinger-ova jednačina postaje

ih̄Dt⇥ =
⌥
� h̄2

2m
�D2 + V(�r )

�
⇥, ili

⌥
ih̄Dt +

h̄2

2m
�D2 � V(�r )

�
⇥ = 0, (3.7)

pa se pod transformacijom (3.3) menja u

0 =
⌥
ih̄D ⇧

t +
h̄2

2m
�D ⇧·�D ⇧�V(�r )

�
(ei�⇥) =

⌥
ih̄ei�Dt +

h̄2

2m
�D ⇧·ei��D�ei�V(�r )

�
⇥,

= ei�
⌥
ih̄Dt +

h̄2

2m
�D · �D � V(�r )

�
⇥, (3.8)

što je jednako (3.7). Dakle, sa novim izvodima Dt i �D, koji se i sami menjaju pod transformaci-
jom (3.3), nova Schrödinger-ova jednačina ostaje invarijantna.

— � —
Ostaje nam da ispitamo prirodu tih novih izvoda (3.6), kao i razliku izmedu nove Schrödinger-

ove jednačine (3.7) i stare (3.1). Po definiciji ovih novih izvoda, to znači da:
⌥⇧ ⇤

⇤t
+ X⇧

⌃
· · ·

�
= ei�

⌥⇧ ⇤

⇤t
+ X

⌃
e�i� · · ·

�
,

⇤�
�⌃+ �Y⇧⇥ · · ·

⌅
= ei�⇤��⌃+ �Y

⇥
e�i� · · ·

⌅
; (3.9)

⌅ X⇧ = X � i
⇤�

⇤t
, �Y⇧ = �Y � i(�⌃�). (3.10)

Relacije (3.10) be trebalo da izgledaju poznato; sa redefinicijama:

� :=
h̄
iq

X, �A :=
ih̄
q
�Y, ⇥ :=

h̄
q

�, (3.11)
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Dt :=
⇤

⇤t
+ i

q
h̄

�, �D := ��� i
q
h̄
�A, (3.12)

gde se Dt i �D zovu kovarijantni izvodi⌃, imamo⌃

� ⇧ �⌥ = � � ⇤⇥

⇤t
, �A ⇧ �A⌥ = �A + (��⇥), (3.13a)

⇥(�r, t) ⇧ ⇥⌥(�r, t) = eiq⇥(�r,t)/h̄ ⇥(�r, t), (3.13b)

gde su prve dve relacije standardne kalibracione transformacije vektorskog i skalarnog elek-
tromagnetnog potencijala, a treća relacija daje odgovarajuću kalibracionu transformaciju tala-
sne funkcije ⇥(�r, t) čestice sa naelektrisanjem q, što je evidentno translacija faze te funkcije.
Funkcija transformacije, ⇥ = ⇥(�r, t) ostaje proizvoljna funkcija prostora i vremena, bez ikakvog
ograničenja, pa je kombinovana transformacija (3.13) prava lokalna simetrija, tj. kontinualna
familija U(1) simetrija—po jedna nezavisna U(1) simetrija u svakoj tački prostora i vremena!⌃

Zbog identiteta ��⇥(�� f ) ⇤ 0 za bilo koju skalarnu funkciju f , sledi da je ��⇥�A invarijanta
u odnosu na transformacije (3.13). Slično tome, pošto je transformacija ��� tačno suprotna
transformaciji ⇤

⇤t
�A, suma ��� + ⇤

⇤t
�A je takode invarijanta. Te izraze, naravno, prepoznajemo:

�B := ��⇥�A i �E := ���� � ⇤

⇤t
�A (3.14)

su magnetno i električno polje, izraženi putem elektromagnetnih potencijala. Videćemo da je
mogućnost definicije kalibraciono-invarijantnih veličina �B i �E izuzetna posledica abelovske pri-
rode U(1)-simetrije elektromagnetizma.

Digresija 3.1: Termin ”kalibraciona transformacija“ za relacije (3.13) je istorijski (za)ostatak: to je
izvedenica iz doslovnog prevoda originalnog nemačke kovanice Eichinvarianz Hermann Weyl-a, kojom
je označio invarijantnost u odnosu na transformacije (3.13) [90]. Originalna Weyl-ova ideja da je
Einstein-ova opšta teorija relativnosti invarijantna u odnosu na homotetije (reskaliranje)—parametri-
zovana imaginarnim delom funkcije �(�r, t) u transformaciji (3.13b)—te da se tako može ujediniti
sa elektromanetizmom se pokazala netačnom. Ta simetrija reskaliranja bi dozvoljavala da se fiksira
jedinica veličina u Prirodi, za koju priliku je Weyl upotrebio nemačku reč eichen⌅ kalibrisati, baždariti.
U engleskoj literaturi se koriste izvedenice reči gauge a u ruskoj literaturi kalibrovoqna� , što su sve
doslovni prevodi izvedenica nemačkog glagola eichen.

Ubrzo su Hermann Weyl, Vladimir A. Fok (po Prof. Okun-u [91], Fok je bio prvi, još 1926. go-
dine), Fritz London pa i Erwin Schrödinger primetili da kvantna meahnika predstavljena Schrödinger-
ovom jednačinom poseduje simetriju u odnosu na kombinovane transformacije (3.13)—sa realnom
funkcijom �(�r, t), ovde izvedenu kao transformaciju koja potiče od ”urodenog“ svojstva talasne funk-
cije da joj je faza nemerljiva.⌃

Fundamentalna fizika je neosporivo kvantna, pa izvodenje (3.1)–(3.13) i njegova logika ukazuju
na funamentalnost ovog principa lokalne simetrije, što se takode koristi kao alternativa istorijskim
pridevima eichen,- gauge,- kalibracioni/a- itd. ili opisnim fazna simetrija.

Napomena 3.1.1 Uočimo da se transformacija (3.13) može razumeti kao prostor-vremenski
zavisna translacija u (apstraktnom) prostoru vrednosti (kodomenu) funkcija definisanih nad
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Dt :=
⇤

⇤t
+ i

q
h̄

�, �D := ��� i
q
h̄
�A, (3.12)

gde se Dt i �D zovu kovarijantni izvodi⌃, imamo⌃

� ⇧ �⌥ = � � ⇤⇥

⇤t
, �A ⇧ �A⌥ = �A + (��⇥), (3.13a)

⇥(�r, t) ⇧ ⇥⌥(�r, t) = eiq⇥(�r,t)/h̄ ⇥(�r, t), (3.13b)

gde su prve dve relacije standardne kalibracione transformacije vektorskog i skalarnog elek-
tromagnetnog potencijala, a treća relacija daje odgovarajuću kalibracionu transformaciju tala-
sne funkcije ⇥(�r, t) čestice sa naelektrisanjem q, što je evidentno translacija faze te funkcije.
Funkcija transformacije, ⇥ = ⇥(�r, t) ostaje proizvoljna funkcija prostora i vremena, bez ikakvog
ograničenja, pa je kombinovana transformacija (3.13) prava lokalna simetrija, tj. kontinualna
familija U(1) simetrija—po jedna nezavisna U(1) simetrija u svakoj tački prostora i vremena!⌃

Zbog identiteta ��⇥(�� f ) ⇤ 0 za bilo koju skalarnu funkciju f , sledi da je ��⇥�A invarijanta
u odnosu na transformacije (3.13). Slično tome, pošto je transformacija ��� tačno suprotna
transformaciji ⇤

⇤t
�A, suma ��� + ⇤

⇤t
�A je takode invarijanta. Te izraze, naravno, prepoznajemo:

�B := ��⇥�A i �E := ���� � ⇤

⇤t
�A (3.14)

su magnetno i električno polje, izraženi putem elektromagnetnih potencijala. Videćemo da je
mogućnost definicije kalibraciono-invarijantnih veličina �B i �E izuzetna posledica abelovske pri-
rode U(1)-simetrije elektromagnetizma.

Digresija 3.1: Termin ”kalibraciona transformacija“ za relacije (3.13) je istorijski (za)ostatak: to je
izvedenica iz doslovnog prevoda originalnog nemačke kovanice Eichinvarianz Hermann Weyl-a, kojom
je označio invarijantnost u odnosu na transformacije (3.13) [90]. Originalna Weyl-ova ideja da je
Einstein-ova opšta teorija relativnosti invarijantna u odnosu na homotetije (reskaliranje)—parametri-
zovana imaginarnim delom funkcije �(�r, t) u transformaciji (3.13b)—te da se tako može ujediniti
sa elektromanetizmom se pokazala netačnom. Ta simetrija reskaliranja bi dozvoljavala da se fiksira
jedinica veličina u Prirodi, za koju priliku je Weyl upotrebio nemačku reč eichen⌅ kalibrisati, baždariti.
U engleskoj literaturi se koriste izvedenice reči gauge a u ruskoj literaturi kalibrovoqna� , što su sve
doslovni prevodi izvedenica nemačkog glagola eichen.

Ubrzo su Hermann Weyl, Vladimir A. Fok (po Prof. Okun-u [91], Fok je bio prvi, još 1926. go-
dine), Fritz London pa i Erwin Schrödinger primetili da kvantna meahnika predstavljena Schrödinger-
ovom jednačinom poseduje simetriju u odnosu na kombinovane transformacije (3.13)—sa realnom
funkcijom �(�r, t), ovde izvedenu kao transformaciju koja potiče od ”urodenog“ svojstva talasne funk-
cije da joj je faza nemerljiva.⌃

Fundamentalna fizika je neosporivo kvantna, pa izvodenje (3.1)–(3.13) i njegova logika ukazuju
na funamentalnost ovog principa lokalne simetrije, što se takode koristi kao alternativa istorijskim
pridevima eichen,- gauge,- kalibracioni/a- itd. ili opisnim fazna simetrija.

Napomena 3.1.1 Uočimo da se transformacija (3.13) može razumeti kao prostor-vremenski
zavisna translacija u (apstraktnom) prostoru vrednosti (kodomenu) funkcija definisanih nad
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Prepoznatljivi rezultati:

Takođe:

gde c1, c2, c3 odredimo tako da su jednačine kretanja 
= Maxwell-ovim jednačinama.
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3.1. Nerelativistički U(1) primer 155

tim prostor-vremenom, kao što su elektromagnetni potencijali i logaritam (faza) talasne
funkcije:
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2i

ln
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⇥⇤(�r, t)

⌅
⌅ 1

2i
ln

⇤ ⇥(�r, t)
⇥⇤(�r, t)

⌅
+ ⇥(�r, t), (3.16)

svaka od kojih (elektromagnetni potencijali, faza talasne funkcije, itd.) su fizički nemerljive
promenljive čije prisustvo diktira konzistentnost modela2.

Schrödinger-ova jednačina (3.7) postaje
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ih̄
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⇥(�r, t) = HEM ⇥(�r, t), (3.17)
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HEM =
1
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⇤ h̄
i
�⌃� q�A(�r, t)

⌅2
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⇧
V(�r, t) + q�(�r, t)

⌃
(3.18)

hamiltonijan čestice mase m i naelektrisanja q, čija dinamika je uslovljena interakcijom sa poten-
cijalom V(�r, t), kao i sa elektromagnetnim potencijalima �A(�r, t) i �(�r, t).

Zaključak 3.1.1 Transformacija (3.13)– (3.16) je fundamentalna tvrdnja da smo slobodni da
proizvoljno menjamo fizički nemerljive veličine, koje smo uveli u (matematičkom) modelu
fizičkog sistema radi lakšeg opisa, i koje suštinski ne predstavljaju fizički merljive veličine.

Valja primetiti da je kvantni opis interakcije naelektrisane čestice sa elektromagnetnim po-
ljem opisano putem elektromagnetnih potencijala �A, � a ne putem električnog i magnetnog polja,
�E,�B. Čak, hamiltonijan (3.18) se, u opštem slučaju, uopšte ne može izraziti kao interakcija nae-
lektrisane čestice sa �E- i �B-poljem.

Videćemo da je činjenica da se Maxwell-ove jednačine3 (3.71) kao i odgovarajući lagranžijan
i hamiltonijan za elektromagnetno polje mogu izraziti isključivo putem električnog i magnetnog
polja, i da se elektromagnetni potencijali mogu potpuno eliminisati posledica komutativne (abe-
lovske) prirode grupe U(1)-simetrija.

2 Lorentz-simetrija zahteva korǐsćenje 4-vektora za kalibracione potencijale, mada samo dve polarizacije (kom-
ponente) imaju fizički smisao; kompleksno-analitička struktura Schröringer-ove i Dirac-ove jednačine zahteva
korǐsćenje kompleksnih talasnih funkcija, čija (apsolutna) faza nema fizičkog smisla; itd.

3 James C. Maxwell je, izvorno 1873. godine, elektrodinamiku opsiao putem sistema jednačina koji bi danas pisali
kao �E := ��⌃� � ⌅�A

⌅t , �B := �⌃⇥�A, te �⌃·(�0�E) = ⇤ i �⌃⇥(�B/µ0) = ⌅(�0�E)
⌅t = �⇧. Pod Maxwell-ovim jednačina-

ma (3.71) danas podrazumevamo posledice prve dve od ovih jednačina zajedno sa potonje dve, i izražene isklju-
čivo putem električnog i magnetnog polja, gde su elektromagnetni potencijali, �A i �, eliminisani, i gde magnetnih
naboja i struja nema: ⇤m = 0 =�⇧m.

3.1. Nerelativistički U(1) primer 155
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hamiltonijan čestice mase m i naelektrisanja q, čija dinamika je uslovljena interakcijom sa poten-
cijalom V(�r, t), kao i sa elektromagnetnim potencijalima �A(�r, t) i �(�r, t).
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ma (3.71) danas podrazumevamo posledice prve dve od ovih jednačina zajedno sa potonje dve, i izražene isklju-
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Naime, transformacije (3.13) su parametrizovane jednom jedinom funkcijom, ⇤(�r, t), koja
definǐse lokalni unitarni operator

⇥(�r, t) ⌅⇥ U⇥ := exp
⇤

i⇥(�r, t)Q
⌅

(3.19)

kao u (A.29), gde operator Q možemo smatrati:
1. sa matematičke strane, generatorom U(1)-simetrije,
2. sa fizičke strane, operatorom naelektrisanja, tako da je naelektrisanje čestice svojstvena

vrednost a talasna funkcija čestice svojstvena funkcija operatora Q.

Očigledno, skup svih (kontinualno mnogo) operatora U⇥ definisanih relacijom (3.19) čini ko-
mutativnu, tj. abelovsku grupu, koju označavamo U(1). Pošto funkcija u eksponentu očigledno
zadovoljava ⇥ ⇤ ⇥ + 2⌅, grupa se ponekad poistovećuje i sa kružnicom, S1. Najzad, da pono-
vimo: budući ⇥ = ⇥(�r, t) daje nezavisni ”ugao“ transformacije u svakoj tački prostora i vremena,
zapravo imamo 4-dimenzioni kontinuum U(1) grupa.

3.1.1 Zadaci za odeljak 3.1
� 3.1.1 Iz definicija (3.14), izvesti Gauss-ov zakon za magnetno polje i Faraday-ev zakon in-

dukcije. To dokazuje da su jednačine (3.71b) posledice Maxwell-ovih definicija (3.14).

� 3.1.2 Pokazati da kalibraciono-invarijantne skalarne funkcije �0, µ0, �E i �B sa dimenzijom (za-
preminske) gustine energije i koje su analitičke funkcije komponenata vektora �E i �B moraju
biti oblika

c1
�
�0 �E2⇥+ c2

� 1
µ0
�B2⇥+ c3

�� �0
µ0
�E·�B

⇥
. (3.20)

Rezultati u tablici B.4, str. 288 bi trebalo da su od koristi.

� 3.1.3 Odrediti konstante c1, c2, c3 u (3.20) tako da je
⇧

dt d3�r
⌃

c1
�
�0 �E2⇥+ c2

� 1
µ0
�B2⇥+ c3

�� �0
µ0
�E·�B

⇥
� (⇧ � +�⌃·�A)

⌥
(3.21)

Hamilton-ovsko dejstvo čije varijacije po � i �A, korǐsćenjem relacija (3.14), daju Gauss-ov i
Ampère-ov zakon (3.71a).

3.2 Kvantna elektrodinamika sa leptonima
Po kvantnom elektrodinamikom podrazumevamo relativističku teoriju koja opisuje interakciju
fotona i naelektrisanih čestica. Za razliku od leptona, kvarkovi i hadroni takode interaguju i
putem mnogo jače jake nuklearne interakcije, pa je analiza njihovih interakcija komplikovanija.
U ovom odeljku ćemo se ograničiti na elektromagnetne interakcije leptona, a u sledećem odeljku
ćemo se osvrnuti na elektromagnetne interakcije sa hadronima.

Iz relacija (A.34d)–(A.34f) sledi da komponente svake vektorske veličine razapinju spin-1
representaciju rotacione grupe. Stoga kažemo da foton—predstavljen vektorskim potencijalom4,

4 Ubrzo ćemo videti da, kao posledica kalibracione U(1) simetrije, četiri funkcije �, �A predstavljaju samo dva fizička
stepena slobode, koje možemo identifikovati sa dve komponente vektora �A, ortogonalne na pravac kretanja fotona.

Lorentz-invarijantnost: c1 = –c2 .
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Maxwell-ove jednačine:

ako dozvolimo postojanje i magnetnih naboja i struja.
Izvorno, Maxwell:
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što je zadovoljeno tačno kada i (3.7). Dakle, sa novim izvodima Dt i ~D, koji se i sami menjaju pod
transformacijom (3.3), nova Schrödinger-ova jednačina ostaje invarijantna.

— ¶ —

Ostaje nam da ispitamo prirodu tih novih izvoda (3.6), kao i razliku izmedu nove Schrödin-
ger-ove jednačine (3.7) i stare (3.1). Novi izvodi zadovoljavaju (3.6c)
h⇣ ∂

∂t
+ X0

⌘
· · ·

i
= eij

h⇣ ∂

∂t
+ X

⌘
e�ij · · ·

i
,

⇥�
~r+ ~Y0� · · ·

⇤
= eij⇥�~r+ ~Y

�
e�ij · · ·

⇤
; (3.9)

što daje:

) X0 = X � i
∂j

∂t
, ~Y0 = ~Y � i(~rj). (3.10)

Relacije (3.10) bi trebalo da su dobro poznate svim Studentima koji su uspešno savladali elektro-
dinamiku! Uz definicije

F :=
h̄
iq

X, ~A :=
ih̄
q
~Y, l :=

h̄
q

j, (3.11)

Dt :=
∂

∂t
+ i

q
h̄

F, ~D := ~r� i
q
h̄
~A, (3.12)

gde se Dt i ~D zovu kovarijantan izvodi, imamo

F ! F0 = F � ∂l

∂t
, ~A ! ~A0 = ~A + (~rl), (3.13a)

Y(~r, t) ! Y0(~r, t) = eiql(~r,t)/h̄ Y(~r, t), (3.13b)

gde su prve dve relacije standardne kalibracione transformacije vektorskog i skalarnog elektro-
magnetnog potencijala, a treća relacija daje odgovarajuću kalibracionu transformaciju talasne
funkcije Y(~r, t) čestice sa naelektrisanjem q, što je evidentno translacija faze te funkcije. Funk-
cija transformacije, l = l(~r, t) ostaje proizvoljna funkcija prostora i vremena, bez ikakvog
ograničenja, pa je kombinovana transformacija (3.13) prava lokalna simetrija, tj. kontinualna
familija U(1) simetrija—po jedna nezavisna U(1) simetrija u svakoj tački prostora i vremena!

Zbog identiteta ~r⇥(~r f ) ⌘ 0 za bilo koju skalarnu funkciju f , sledi da je (~r⇥~A) invarijanta
u odnosu na transformacije (3.13). Slično tome, pošto je transformacija ~rF tačno suprotna
transformaciji ∂

∂t
~A, suma (~rF + ∂

∂t
~A) je takode invarijanta. Te izraze, naravno, prepoznajemo:

~B := ~r⇥~A i ~E := �
⇣
~rF +

∂~A
∂t

⌘
(3.14)

su magnetno i električno polje, izraženi putem elektromagnetnih potencijala. Videćemo da je
mogućnost definicije kalibraciono-invarijantnih veličina ~B i ~E izuzetna posledica abelovske pri-
rode U(1)-simetrije elektromagnetizma.

Digresija 3.1: Termin ”kalibraciona transformacija“ za relacije (3.13) je istorijski (za)ostatak: to je iz-
vedenica iz doslovnog prevoda originalne nemačke kovanice Hermann Weyl-a, Eichinvarianz, kojom



Kalibracioni princip

Maxwell-ove jednačine impliciraju zakon održanja 
naelektrisanja: 
 
 
 
 
 
 
 

Dakle, elektrodinamika bi bila (logički) nekonzistentna da je 
zakon očuvanja naelektrisanja narušen.
Pažnja: “narušenje” (breaking) je sistemsko ometanje simetrije, 
dok je “kršenje” (violation) jednokratni događaj.
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.

Electric Charge

Maxwell’s equations (3.72) straightforwardly produce the so-called equation of continuity:
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4pe0
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4pe0

4p
∂re
∂t

,

~r⇥(c~B)� 1

c
∂~E
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=
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4pe0

4p

c
~‚e, ) ~r·

�
~r⇥(c2~B)

�
� ∂(~r·~E)

∂t
=

1

4pe0

4p~r·~‚e,

) 0 =
∂re
∂t

+ ~r·~‚e.
(0.71)

since ~r·(~r⇥~X) ⌘ 0 for all ~X. It follows, integrating:

∂re
∂t

= �~r·~‚e, ) dQe,V
dt

= �
I

∂V
d

2~r ·~‚e, (0.72)

so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)

ne + p+ ��*

HHj

e+ + W� + p+

ne + W+ + n0

HHj

��*
e+ + n0

, (0.60)

the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.
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Maxwell’s equations (3.72) straightforwardly produce the so-called equation of continuity:
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since ~r·(~r⇥~X) ⌘ 0 for all ~X. It follows, integrating:
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dt
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so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)
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HHj
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, (0.60)

the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.

Electric Charge

Maxwell’s equations (3.72) straightforwardly produce the so-called equation of continuity:
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since ~r·(~r⇥~X) ⌘ 0 for all ~X. It follows, integrating:
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= �~r·~‚e, ) dQe,V
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so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)

ne + p+ ��*

HHj

e+ + W� + p+

ne + W+ + n0

HHj
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e+ + n0

, (0.60)

the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)

D
R

A
FT

—
co

nt
ac

td
ir

ec
tly

Tr
is

ta
n

H
üb
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.

Electric Charge

Maxwell’s equations (3.72) straightforwardly produce the so-called equation of continuity:
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so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)
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the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.
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so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)
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the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)
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to this, so-called polar vectors (position, velocity, acceleration, electric field, etc.) all change
sign. In turn, so-called axial vectors (angular momentum, torque, magnetic field, etc.) do
not change sign. Scalar functions of position (temperature, atmospheric pressure, density,
etc.) are invariant and do not change sign, while pseudo-scalar functions of position (e.g.,
the volume element d

3~r ) change sign. Tsung Dao Lee and Chen Ning Yang discovered that
parity is strictly conserved in all electromagnetic and strong processes, but that by 1956
parity conservation had not been verified in weak interactions. Thus, they proposed several
direct experimental tests. During 1956–1957, madam Chien-Shiung Wu found, with her
collaborators, clear indication of P-violation in the 60

27
Co b-decay, which was immediately

confirmed by R.L. Garwin, L. Lederman and R. Weinrich by means of precise measurements
of cascading decays (0.24). It later turned up that R.T. Cox, C.G. McIlwraith and B. Kur-
relmeyer published back in 1928 experimental results [94, 202] about double scattering
b-particles (e±), which indicated P-violation, but those 28 years earlier no one was willing
to consider that as an explanation.

Electric Charge

Maxwell’s equations (3.72) straightforwardly produce the so-called equation of continuity:

~r·~E =
1

4pe0

4p re, ) ∂(~r·~E)
∂t

=
1

4pe0

4p
∂re
∂t

,

~r⇥(c~B)� 1

c
∂~E
∂t

=
1

4pe0

4p

c
~‚e, ) ~r·

�
~r⇥(c2~B)

�
� ∂(~r·~E)

∂t
=

1

4pe0

4p~r·~‚e,

) 0 =
∂re
∂t

+ ~r·~‚e.
(0.71)

since ~r·(~r⇥~X) ⌘ 0 for all ~X. It follows, integrating:

∂re
∂t

= �~r·~‚e, ) dQe,V
dt

= �
I

∂V
d

2~r ·~‚e, (0.72)

so that the change of the total amount of electric charge Qe,V contained within a volume
V equals the flux of the electric current through the (surface) boundary of that volume.
The conservation law of electric charges is thus an exact and inevitable consequence of the
fundamental laws of electromagnetism.

A violation of this law in any process would then indicate a contradiction with the
Maxwell equations, and so also with electrodynamics as a whole. In the weak interactions,
such as (0.60)

ne + p+ ��*

HHj

e+ + W� + p+

ne + W+ + n0

HHj

��*
e+ + n0

, (0.60)

the electric charge of individual particles transfers: the neutral antineutrino becomes the
positive positron and the positive proton becomes the neutral neutron. However, the total
electric charge remains conserved in any arbitrarily small volume that contains the inter-
acting particles. In the alternative intermediate processes, we see the W± also to carry
electric charge, so that the electric charge is conserved in each of the individual elementary
processes:

ne ! e+ + W�
, u ! W+ + d, W� + u ! d, W+ + ne ! e+. (0.73)
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sa 3 na 2 proizvoljne konstante

Kalibracioni princip

U 4-dimenzionoj notaciji:
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3.2.2 Kalibraciona U(1)-simetrija i fotoni
Klasična elektrodinamika se zasniva na Maxwell-ovim jednačinama⌅

�⌃·�E =
1

4⇧⇥0
4⇧ ⌃e, �⌃⇥(c�B)� 1

c
��E
�t

=
1
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c
� e, (Ampère) (3.71a)

(Gauss)

�
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⇣� �⌃·(c�B) =
µ0
4⇧

4⇧ ⌃m, ��⌃⇥�E � 1
c

�(c�B)
�t

=
µ0
4⇧

4⇧

c
� m, (Faraday) (3.71b)

koje obuhvataju naznačene zakone, i gde je

c =
1

⇧
⇥0 µ0

, (3.71c)

brzina prostiranja svetlosti u vakumu. Gustine magnetnih (monopolnih!) naboja, ⌃m, i struje,� m,
označeni plavo u jednačinama (3.71b), su uključeni radi kasnije diskusije o električno-magnetnoj
dualnosti [v. odeljak 8.2]. Ni jedan eksperiment ne ukazuje na njihovo postojanje, pa se jednači-
ne (3.71b) u literaturi uglavnom uvek navode za nulom na desnoj strani; ⌃m ⇤ 0 i� m ⇤ 0. No,
primetimo da su jedinice [⌃e/⇥0] = [µ0 ⌃m], kao i [� e/⇥0] = [µ0� m].

Za potrebe relativističke elektrodinamike, definǐsemo8

Aµ := (�,�c �A), (4-vektor) Aµ := ⇤µ⌅A⌅ = (�, c �A); (3.72a)

Fµ⌅ := �µ A⌅ � �⌅Aµ,
�antisimetrični
tenzor ranga 2

⇥
Fµ⌅ := ⇤µ⌃F⌃⌥⇤⌥⌅; (3.72b)

i identifikujemo:

F00 = 0, F00 = 0, (3.72c)

F0i = �0Ai � �i A0 =
1
c

�(�cAi)
�t

� ��
�xi = Ei, F0i = ⇤00F0j⇤

ji = �Ei, (3.72d)

Fij = �i Aj � �j Ai =
�(�cAj)

�xi � �(�cAi)

�xj

= c
⇧�Ai

�xj �
�Aj

�xi

⌃
= c� ji

k Bk = �c�ij
kBk, Fij = ⇤ikFkl⇤

jl = �c�ijmBm (3.72e)

i, naravno, Fµ⌅ = �F⌅µ. U matričnoj formi, imamo:

⇤
Fµ⌅

⌅
=

⌥

↵↵↵ 

0 E1 E2 E3
�E1 0 �cB3 cB2
�E2 cB3 0 �cB1
�E3 �cB2 cB1 0

�

���⌦
,

⇤
Fµ⌅ ⌅ =

⌥

↵↵↵ 

0 �E1 �E2 �E3
E1 0 �cB3 cB2
E2 cB3 0 �cB1
E3 �cB2 cB1 0

�

���⌦
. (3.73)

Maxwell-ove jednačine (3.71a) se onda mogu pisati i kao:⌅

�µ Fµ⌅ =
1

4⇧⇥0

4⇧

c
j⌅e (3.74)

8 Negativni relativni predznak u definiciji Aµ ponǐstava razliku u predznaku u definiciji (3.12), a dodatni faktor c
izjednačuje jedinice izmedu Dt i �D.
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3.2. Kvantna elektrodinamika sa leptonima 167

gde je j⇧e = (c⌥e,�⌦e) 4-vektor gustine naelektrisanja i električne struje. Analogno tome, Maxwell-
ove jednačine (3.71b) se mogu pisati i kao:

1
2�

µ⇧⌥� µ F⇧⌥ =
µ0
4⌃

4⌃
c

j�m, (3.75)

gde je jµ
m = (c⌥m,�⌦m) 4-vektor gustine magnetnog naboja i struje.

Digresija 3.6: Neposrednom zamenom se nalazi da je
1
2 Fµ⇧Fµ⇧ = �E2 � c2�B2, i 1

4 �
µ⇧⌥�Fµ⇧F⌥� = �c�E·�B, (3.76a)

što, usput, pokazuje da su ove dve bilinearne kombinacije �E i �B Lorentz-invarijante. Evidentno, to
su jedine linearno nezavisne Lorentz-invarinajtne bilinearne kombinacije �E i �B. Kako lagranžijanska
gustina za elektrodinamiku mora da bude skalarna (invarijantna) gustina i kvadratna po električnim
i magnetnim poljima, nalazimo da mora biti da je

LEM = C1 Fµ⇧Fµ⇧ + C2 �
µ⇧⌥� Fµ⇧F⌥�. (3.76b)

Koeficijente C1, C2 biramo tako da varijacija Hamilton-ovskog dejstva, ⇤
⇤

d4x LEM = 0, reprodukuje
Maxwell-ove jednačine. Dobro poznati rezultat [v. takode zadatke 3.1.2 i 3.1.3]

LEM = � 4⌃⌅0
4 Fµ⇧ Fµ⇧ (3.76c)

onda postavlja (� nerešeno) pitanje: Zašto je, u mogućem ”dodatku“ standardnoj lagranžijanskoj gu-
stini (3.76c),

L⇥,EM = ⇥ 4⌃⌅0
4 �µ⇧⌥� Fµ⇧F⌥�, (3.76d)

parametar ⇥ ⇤ 0 ili čak ⇥ ⇥ 0?

Neposredna zamena Fµ⇧ =  µ A⇧ �  ⇧Aµ u levu stranu (3.75) daje

1
2�

µ⇧⌥� µ
�
 ⇧A⌥ �  ⌥A⇧

⇥
= 1

2�
µ⇧⌥� µ ⇧A⌥ � 1

2�
µ⇧⌥� µ ⌥A⇧, (3.77)

gde svaki od dva sabirka posebno ǐsčezava, pošto

�µ⇧⌥� µ ⇧ = �µ⇧⌥� ⇧ µ⌃ ⇧⌅ ⌥
µ⇧⇧

= �⇧µ⌥� µ ⇧ = ��µ⇧⌥� µ ⇧. (3.78)

Postojanje magnetnih naboja i struje bi onda bila prepreka za izjednačavanje Fµ⇧ sa  µ A⇧ �  ⇧Aµ,
tj. električno i magnetno polje ne bi mogli da se izraze preko potencijala (3.14), i obratno: ako
Fµ⇧ =  µ A⇧ �  ⇧Aµ, ni magnetnih naboja ni magnetnih struja ne može biti. Stoga imamo:

Zaključak 3.2.2 Magnetni naboji i struje postoje ako i samo ako Fµ⇧ ⌃=  µ A⇧ �  ⇧Aµ.

Digresija 3.7: Definǐsimo diferencijalnu 2-formu F := Fµ⇧dxµ⌥dx⇧, gde ”⌥“ označava antisimetričan
proizvod, kao i operator d := dxµ µ. Sledi da d⌥d ⇥ 0. Onda su Maxwell-ove jednačine (3.71b),
odnosno (3.75), ekvivalentne jednačini⌅

d⌥F = jm, jm :=
µ0

4⌃
4⌃
c

j�m �µ⇧⌥�dxµ⌥dx⇧⌥dx⌥, (3.79a)

pa je diferencijalna 3-forma jm obstrukcija za jednačenje F sa d⌥A, za bilo koju diferencijalnu 1-formu
A; kažemo da je F netrivijalna (ne-egzaktna) 2-forma.
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0  
i  jm=
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Kvantna mehanika predvidja EM polje

ℒEM = C1 Fμν F μν + C2 εμνρσFμν Fρσ − jμAμ
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